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内 赛搛驀 


本书系*地介 a 了抽 象代敫 最基本的内容，其中包括辟论、环论与 
域论 • 在域论这一聿中还比较全面地介钼了有限 Galois 理论 0 书中 K 
备了一定败量 、难 易不一的习腰，习腰均有解答或提示. 

本书可供篇合性大学、师范 大学敫 学系学生闻读•也可供理科各系 
以及通讯工程的大学生、研究生及教师参考， 



抽象代数是数学的一门重要分支。众所周知，初等代数研究的是 
数集上的运算，高等代数把数集扩展为向量空间、矩阵集和多项式 
集，抽象代数则以一般集合上的运算作为研究对象。 

历史上，抽象代数起源于纯粹理性的思考。19世纪30年代法国 
天才的青年数学家 Galois 在研究困惑了人类几百年的用根式求解 
五次方程问題时，发现了群 ^Galois 不仅彻底地解决了一元《次方程 
用根式求解是否可能的问题，而且更重要的是他使人们认识到，除了 
熟知的数外，在其他集合(如置换集)上也可能存在着代数结构，即满 
足一定规则的运算。 Galois 虽然只活了 21岁,但是他的发现为数学 
开辟了 一个崭 新的研究领域。随着19世纪末 Camor 集合论的建立， 
各种代数结构被定义在一般的集合上，抽象代数的奠基工作完成了， 
20世纪是抽象代数学蓬勃发展的世纪^ Lie 群、 Lie 代数的出现 
使几何学和代数学再次结成了亲密的伙伴，也给抽象代数带来了强 
大的发展动力。拓扑学因为有了抽象代数而得到了突飞猛进的发展， 
群、环、模成了研究拓扑空间性质的基本工具，代数拓扑成了 20世纪 
最引人注目的数学分支之一，而从代数拓扑学产生的同调代数为代 
数学宝库增添了强有力的工具，数论、代数几何由于抽象代数概念的 
导入彻底地改变了面貌。代数学从与其他数学分支的结合中获得了 
前所未有的生命力，新概念不断出现，新的代数学分支不断生长。数 
学这棵古老的常青树从来没有像现在这样枝繁叶茂，生机 勃勃。 

通常人们认为抽象代数很抽象，似乎离现实很远，没有多少用 
处。其实这是一种误解。一切科学的抽象不是对现实的背离，而是对 
现实世界更深刻的反映。科学研究的对象扩大了，它的应用也就更广 



泛了，代数学也是如此。抽象代数不仅是现代数学不可缺少的组成部 
分，也是现代物理学，化学.计算机科学、通讯科学不可缺少的工具^ 
举例来说，有限域理论是抽象代数中相当“抽象”的理论，但是数字通 
讯中的编码理论(特别是纠错码)却是以它为基础的。因此当我们舒 
适地聆听 CD 唱片或是欣赏 VCD ( DVD ) 数码音像节目时，请记住其 
中也凝聚着数学家们的辛劳。今天，有志于在现代数学、现代物理学、 
计算机科学等领域作出贡献的年轻人，都应该慊得抽象代数的知识， 
在人类这一知识宝库中吸取营养,寻求自己的发展。 

本书原是编者为复且大学数学系学生编写的教材，它适用于已 
修完高等代数的本科生-本书内容按所讨论的代数结构分为4个部 
分。第一章为预备知识。第二章讨论群，在详细介绍了群、子群、正规 
子群、商群.同态和同构等基本概念的基础上，着重介绍了循环群、置 
换群，介绍了有限群的几个基本定理，如 Sylow 定理等。利用群的直 
积可以把复杂的群分解为比较简单的群，有限生成 Abel 群基本定理 
就是这一思想的体现，这个定理在代数拓扑学中有重要的应用，我们 
作了详细的介绍。群列和可解群是为第四章 Galois 理论作准备的. 
第三章介绍环论。环论，主要是交换环理论，它是代数几何的基础。我 
们除了介绍环、理想、商环.同态与同构外，还着重介绍了整环及其分 
式域、唯一分解环和多项式环^第四章讨论域和 Galois 理论。我们首 
先介绍了各种域扩张及其性质，然后介绍了 Galois 对应和 Galois S 
论基本定理，这是 Galois 理论的 核心。 运用域的扩张理论和 Galois 
基本定理，我们给出了一元《次方程可用根式求解的充分必要条件= 
我们还讨论了初等几何中尺规作图的可能性问题，如证明了用圆规 
和直尺不可能将一个任意角三等分，给出了正”边形可用圆规和直 
尺作图的充分必要条件。这些美妙的应用是 Galois 理论的辉煌篇 
章，读者从中可以充分领略到数学的美=本教程的内容通常分两学期 
授完，第一学期(每周3节课)讲完群论和环论两章，第二学期（作为 
选修)讲完第 四章。 目录中带*的内容可作为选修。 

本书力求深入浅出，对抽象的概念尽量用较多的例子加以说明。 



为了帮助读者理解抽象代数习题的解题思路，本书附有书内习题的 
简答或提示^虽然本书是在编者多年从事教学的基础上编成的，但不 
当之处仍然难免，敬请读者和同行专家批评指正， 

编者 

1997年6月于复旦大学 
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第一章预备知识 


我们从中学就开始学习代数学这门课程，初等代数以数(整数、 
有理数、实数、复数等)及其运算作为基本的研究对象。数集上的运算 
有加 、减 、乘、除等。在高等代数的课程中，我们研究了向量、矩阵及其 
运算，现在我们要研究一般集合及其上的运算.对一般集合上运算 
的研究可以大大拓广数学研究的领域,为数学的应用开辟广阔的道 
路. 


为了更好地理解抽象代数的内容，有必要先介绍一下集合论的 
一些基本概念。我们不打算“严格”地阐述这些数学中最基本的概念 
(读者可以在公理集合论的课程中学到它们的严格定义），我们只打 
算 a 朴素”地叙述其含义， 

§1.1 集 合 

读者已经在中学里学习过集合的概念，所谓一个集合，我们把它 
理解为某一些事物的总体。比如整数集就是指整数全体；有理数集 
是指有理数全体等等。集合常常用英文大写字母来表示，如 A 
C 等。 一个集合中的某个具体的事物，称为元素。元素常用小写英 
文字母表示，如 a ， b ， c 等。 我们用 e 表示属于 ， a eyi 表示 a 是集 
合 d 中的元素。若 a 不是集合 d 中的元素，我们用 a ^ A 来表示。 
不含有任何元素的集合称为空集，用0表示 。一 个集合如果只含有有 
限 个元素，则称之为有限集，反之则称为无限集。集合4中一部分元 
素组 成的集合称为 A 的子集. 若 B 是 A 的子集，我们用符号 B^A 
来 表示。两个集合如果含有相同的元素，则称为相等，换句话说， 



若又则 X = 若 承_8 不相等，则用表示。 
为了清楚地表示一个集合,我们还经常采用下列表示 方法： 

A = {a 6 5| P ( a )>, 

这里表示 / I 中的元素来自 S 且具有性质/ \ 举例来说，集合4 = 
{«6 Z | 表示大于1的自然数，其中 Z 表示整数集。又若记 D 

是平面上点的集合且 D 中元素用通常的实数偶 Or , y ) 来表示（即 D 
是 Descartes 平面上点的集合），集合5 = {( x ,>) 6 £>| ^: 2 + 3- 2 = 1} 
就表示该平面上的单位圆。 

为了方便起见，我们在本书中采用下列固定的记号来衷示一些 
常用的 数集： 

Z , 表示整数集{0, 士1，士2,… 

N , 表示自然数集 U , 2, 3 ,… h 
Q ， 表示有理 数集； 

R , 表示实 数集； 

C , 表示复数集。 

定义 1-1 设 S 是两个集合，记4 中所有元素 

组成的集合，即 

A u B = I e 4或: C £ £}， 

称4 0方为集合4与石的并= 

例 1 若 / l ={ a ，6, c }， fi ={6， c ，《 i ， e } j ! MUB = { a ，6, 
c , d , e) c 

定义 1-2 设 A , S 是两个集合，记 d D S 为既属于集合4又 
属于集合 B 的元素组成的集合，即 

A 门 S = U | z A 又 z e S }, 

称 A D S 为集合>1与 B 的交。 

例2记 S 为例1中的两个集合，则 Z H £= ch 
若两个集合 a , b 无公共元素，即 = 则称 z 与£不 



相交。 

定义 1-3 设 B 是负 的子集，圮 A — S 二 ue 川 aeB }, 即 
4 一 B 是由 A 中不属于 B 的元素构成的集合，称 A — S 为 B 在 A 
中的余集或补集。 A - B 有时也圮为 A \ S 0 

并、交、补都是集合之间的最常用的运算，它们有下列性质。 

命鼉 1-1 设 A ， B , C 都是集合，则有下列性质： 

(1) 若 ASS, 则 A U B = S, A 门 S = A, 特别， 

A\JA = A , Ar [ A ^ A , 

(2) AUS=SUA, AHS-BDA, 

(3) (A U S) U C = A U (S U C), 

(A n-B) n c = a n cb nc) s 

(4) a u (s n c) = (A u s) n (A u o, 

An (B UC) - (A n B) U (A n C), 

(5) 若 A 、 S 是 C 的子集，则 

C - (C - A) = A, 

C 一 （A 门 B) = (C _ A) u (c — S) , 

C 一 （A U S) = (C _ A) 门 （C 一 。 

证明我们只证 (5) 中的第二个式子，其余的式子请读者自己证 
明。 现设元素 zee — ( AflB 〉， 这时若 X&C — A , 则 iGC — 
( c -/ i ) = A ，但由假定: reAD «， 故工€艮也就是说 ^ ec - 

B, 从而 C - (A n S) Q cc - A) u (C - S) 0 

反之，若 :^ (C - A) U (C 一奶，不妨设 : re C —A , 显然 
C-ACC- (A 门 S), 故 : r € C _ (A 门方），子是 （C — A) U 
(C -B)QC- (A 0 B) a 这就证明了 

C - (A n B) = (C - A) il (C - B) a 

证毕。 

注性质 (2) 称为交换律，性质 （3> 称为结合律，性质 U ) 称为分 
K 律，性质 (5) 中的式子通常称为 Morgan 公式。由于结合律成立， 

3 



(A U S ) U c ■及 （A D s ) D C 分别记为 AUSUC 及 ADSflC ， 
即括号可以被省略掉. 

并与交的概念可以推广到任意个集合上=为此，我们先引进所谓 
的*^指标集”的概念。设有集合/及一族集合对每 
个《 e /，均可在 F 中找到唯一的一个 集合儿 与之对应，反之 F 中 
任一集合也可在/中找到唯一的一个元素与之对应。粗略地说,尸中 
的集合可以用 J 来标圮。这样的集合/被称为是集族^的指标集。举 
例来说，设数学系二年级有四个班，称为甲班、乙班、丙班、丁班，若设 
f 甲班、乙班，丙班、丁班 } ，则集合/= {甲、乙、丙、丁 } 就是 f 的 
指标集。指标集/可以是无穷集=比如若 J = W (自然数集）= 
( A ,} i6/ , 则表示 F = { A ,, A 2 , A ” … L 

现令 UA 。 表示所有九 (《 e /) 的元素组成的集合，即 


\ JA . = UI : r 属于某个 A ,}， 

«€/ 

称 g 纪为 { a ,, « e />的并。类似地令 ha „ 表示所有儿(《 e /) 中 
公^元素组成的集合，即 

DA .= Ul Z 属于每个 A .}， 

称 f | A 。 为 { A 。，7} 的交。 


§ 1. 2 Cartesian 积 

定义 2-1 设 A , B 是集合，有序偶(其中 ae A , 

全体组成的集合称为 A 与 S 的 Cartesian (简称为 A 与 S 的积），记 
为 A X S ， 即， 


A X S = { U ,6)| a € A,be B} c 

注意 A X B 中两个元素 ia ， b 、= ic ， d 、 的充要条件是 a = C 且 
b = d 0 



倒 1 A = { a 9 by c ) y S = = {( a , «), 

( a 9 v ) 9 { b 9 u ) 9 ( i , v ) 9 ( c , u ), ( f , v )) 。 

供 2 若泌=£ = /?，即实数集，则戾乂^ =及父沢={(工，30| 
• r ， > 6幻，就是 Descartes 平面。 

积集合的概念也可以推广到《个甚至无穷多个集合。设‘ 
•“， 儿是 n 个集，令 

A X 4 X … X A „ = {( a , , a 2 ,— 9 a A )\ a , ^ A ) 9 

即 《 元有序序列全体的集合(第〖个元取自八），就称为允，’”，儿 
的 Cartesian 积 & 

对一族集6 /} ,也可以定义所有 A •的 Cartesiaii 积。令 

A 是这样•-•个集，它是集合/上这样的函数^的 全体： 对每个《 € 

/， a (<?) €九，则泌称为 { A ,} 的 Cartesian 积，记为 XA at , 这个定义 

«€/ 

适合于一般的指标集/，无论/为有限或无限 • 比如 A , ，…， A •的 
Cartesian 积，这时 J = {1，2，…， n }， 对 i ^ 1, a (0 = a ,. 6 A f •这 
样得到的 A 与上面定义的次 X ... X A 完全一致。 

利用积集合，我们不仅可以从已知集合构造出新的集合来，还可 
以定义在数学中起着极其重要作用的等价关系、映射等基本概念. 

§1.3 等价关系与商集 

定义 设 A ， S 是集合，积集合 AXS 的一个子集及就称为 
4到五的一个关系，特别 A X 4的子集称为4上的一个关系^ 

若 ( a , 幻 e RCA X H ， 则称 a 与6为 i ? 相关，记为 
定义 3-2 设 R 是 A 上的一个关系，若 S 适合下列 条件， 

(1) 自反性，若“ 6 A ， 则 ( a , a ) e R , 

(2) 对称性，若 （ a ， A ) G 尺，则 a ) € 及； 

(3) 传递性，若 （ a ， a ) e R , a >. c ) e r , 则 （ a ， c ) e 及； 

则关系 i ? 称为 A 上的等价关系 „ 



等价关系常用〜表示，即 a 〜 6 表示 (a,b) 6 R a 

例1设 S 是任意一个集合 . SXS 中所有形为 ( a ， u > 的元素的 
全体构成的集合 K 是一个等价关系，称为 S 上的恒等关系，这时 
a 〜6当且仅当 a = b, 

例 2 设 Z 是全体整数集，定义当且仅当 a ■为 偶数，即 
S ={( fl , A )6 ZXZ |«-6 为偶数 f ,不难验证这也是一个等价关 
系 6 

例 3 设 D 是 Descartes 平面，定义 D 中两点 a 〜b 当 且仅当 a 
与 A 到原点的距离相等，则〜也是一个等价关系. 

例 4 设 S 是平面上的一个圆，定义 S 上两点 a 〜6当且仅当这 
两点同在一根直径上，则〜也是一个等价关系。 

例 S 设 Z 是整数集，《是固定的自然数。定义整数当且仅 
当^一6可以被《整除，则〜也是 Z 上的一个等价关系，当《 = 2时 
就是例2 0 

现设〜是集合 A 中的一个等价关系, fl 是 A 的一个元素，与 a 
等价的元素全体组成4的一个子集，称力 a 的一个等价类，我们用 
1>]表示《的等价类。例1中《的等价类只含有一个元素.例2中《 
的等价类为形如 a + 2Hk e 的元素全体*这时 Z 只含有两个等 
价类:奇数与偶数=例3中《的等价类为以原点为圆心过《点的圆。 
例4中每个等价类都含有两个元素。例5中的 Z —共有 n 个等价类： 
[0]，[1]， …， [« — 1]。 

我们注意到，一个集合中由两个元素所在的等价类如不重合，则 
必不相交。即若1>]垆 [6], 则 [«] n [>] = 0。因为如存在 e e 
[<0 n [6] ，则 a ~ c ， c ~6。 但由传递性知 a 〜 i ， 于是 [ a ] = [*]，引 
出矛盾。由此我们看出如果一个集合上定义了一个等价关系,则这个 
集合可以被划分成互不相交的等价类(子集)之并。一个集合如果能表 
示为两两互不相交的子集之并，则称这些子集族为该集合的一个分 
划。上面的分析表明集合上一个等价关系决定了该集合的一个 分划。 

反过来，如果是集合 A 的一个分划，即 



A ,, n ^ = 0 O '^ i ), A = UA , 

在 / I 上定义关系及如下： 

R = {{ a , b ~) & A X A \ a , b 属于同一个 A .} ， 

则容易验证只是 A 上的一个等价 关系。 因此，给定 A 的一个分划， 
可以得到 d 上的一个等价关系。事实上我们有如下的命题= 

命题 3~1 设 R 是集合4上的一个等价关系 ，则況 决定了 Z 的 
一个分划尸，且由 P 导出的等价关系就是反之给定 A 的一个分 
划 P , 则可得到4上的一个等价关系 R , 且由这个等价 关系及 决定 
的 A 的分划就是 P 。 

证明设 R 是4的等价关系， P 是由上述方法得到的分划，又 
记圮是由 P 决定的4的等价关系， 若 （ a , b、e R , 则 a , * 同属于 
尸的某 个元素(等价类），于是 On « € 疋 ，故 fiQ 圮。反过来若 
( a , b ) G 圮，则同属于尸中某个等价类，从而 （ a , 6) e 即 
R ' QR , 由此即得圮= i ?。 

另一方面设 P 是4的一个分划，它决定的 A 的等价关 

系记为《。再由及导出的分划记为严= { Bjh , 设《 e 九且 a 所在 
的等价类为 A , 由于 A = yB ,, 故 a 属于某个尽，现只需证明 A ,. = 
即可，对洗中任一元 c , 有 c 〜 t 另一方面由于是 a 的等价类， 
故 ceB ,.， 于是凡£巧。反之，若 S ;, 则6 〜 〜但凡与 a 等价的 
元素必须在 A 之中，故孕 EA ,。 由此即推出 A , = B ]t P ' 证 

毕= 

定义 3-3 设〜是集 A 上的一个等价关系， A 上的所有等价类 
的集合称为 A 关于等价关系〜的商集,记之为 A /~^ A C 

注意7实际上是 A 的某些子集（全体等价类)的集合，又中的元 
素是 A 中某个元素所在的等价类，若《 e A , 则 a 的等价类作为 Z 的 
元素通常记为 L 

例1中的商集5为 S 中单点子集 (即只 含有一个元素的子集)组 
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成的集。例 2 中的商集只含有2个元素，即奇数集与偶数集。例3中 
的商集为 Descartes 平面上以原点为中心的圆全体组成的集合。例4 
中的商集是所谓的射影直线。例5中的商集含有《个元素，分别记为 
0- 1,2.-. ^1,其中7表示由所有被《除后余数等于的整数全 
体，这个商集记为乙，称为模《剩余类集，我们以后还要来研究它， 

§1.4 映 射 

定义 4 _1 设/ I ， B 是两个非空集合 . M 是/ I 到 B 的一个关系 
(即 A / 二 d X S ), 若 M 适合下列条 件:对 A 中任•元素 a , 有且只 
有一个 B 中的元素使 ( Ci , 则称 Af 是集合 A 到 B 的 -- 个 

映射或映照，4称为这个映射的定义域, fi 称为映射的值域„ 

从映射的定义我们可以看出，对中任一元〜有且仅有一个元 
b 与 a 对应.这个对应关系有时记为 a -* b ，映射习惯上用小写英文 
字母 /， g 等来表示 ■■如 上述映射记为/,则6 ==/(“），4到8的映射 
/简记为 ' 


/: A S 。 

读者不难看出，映射是函数概念在集合上的推广.与函数一样到 
B 的两个映射/与 g 相等当且仅当 / U ) = g ( a ) 对一切 a e A 成 
立。 


例1 S — S 的映射 — a 称为恒等映射，记为/&或乃。 

例2八， B 是两个非空集，6。6 S ， 若令/: A — f {为 / U ) = 
6。对一切《 6 则/是一个映射，称为常值映射。 

例 3 设 K 是实数集， /( x ) 定义了 — 及的一个映射 s 

例 4 设 Z 是整数集，定义 ZXZ — Z 的映射为 
n - 这也是一个映射，实际上它是一个运算。 

例 S 设 A，B 是非空集，作 AxiJ —A 的映射 （ a ,*)—、 这 
个映射称为4 X S 到4上的投影。同样也可以定义 AXS 到 S 上 




的投影。 

例6设 A 是非空集，〜是 A 上的一个等价关系， Z 是 A 在这 
个等价关系下的商集.定义 — Z 的映 射为： 即将 A 中元素 
映到它所在的等价类上.这个映射称为 A 到其商集上的自然映 
射。 


现设 /:A — 若 a €山则称 /( a ) 为《在/下的像，令 
Im / = {66 S | 6 = /( a )}, 即 Im / 为4中元素在/下的像全体。 
称 hn / 为 A 在/下的像，有时记为/04八若 fcefi 且存在《€/! 
使 A = /( a > ，则称 a 是6关于/的一个原像。注意原像可能不唯一， 
即可能存在 i 弇 a ，但 /( a ) - /( V )。如例2中的4若包含不止一 
个元素，则常值映射的原像就不唯 一„ A 的所有原像的全体构成 A 的 
一个子集,记之为 f -' ib ) ，又若汉 S B , B - 中所有元素在』中的原 
像记为 /— 乂故）。 

定义 4-2 设 + 若 Im /= S , 则称/是映上映射或满 
映射。若对 A 中任意两个元素<1关乂，均有 /( a ) 关 /( a ')， 则称/是 
单映射=若/既是满映射又是单映射，则称/是双射或一一对应。 

从定义可以看出/是满映射的充要条件是 B 中任一元素均在 
4中有原像。/是单映射的充要条件是 Im /中的元素在 A 中只有唯 
一的一个原像。/是双射的充要条件是 S 中任一元素有且只有一个 
原像 D 

若/: 4 — B 是一个双射，则对 B 中任一元素6均有唯一的元素 
与之对应。定义 S — A 的映射 6 — a ，'即它将 B 中元素映到它(关 
于 /) 的原像 • 显然这也是一个映射，称为/的逆映射，记为/- 1 , 
现设儿 S , C 是三个非空集，/: A — S ， pS — C 1 为映射，定 
义 g 与/的积 g •/ 为 A — C 的 映射： 

g • /( a ) = 茗 （/( a ))。 

映射 g • /也称为 f 与 g 的合成 , g - f 有时简记为只要一个映 
射的值域属于另一个映射的定义域，它们便可以合成，映射合成满足 



结合律，即有下述命題。 

命题 4-1 设/: A — B ， 尽 ： B — C , A : C — £>为映射，则 

(A • 芗 ） • / = & • (g • /) 。 

证明对任意的 A, ih- g) • fix') = {h • 发 )(/( x ))= 
A (发 (/( x ))。* . ( g - */)( jc ) = h(.g-f(x)) = higUXx ))、。 由此即知 
结论成立。证毕。 

命鼷4~2设八/ —«是映射，则 

(1) / 是单映射的充要条件是存在 h B^A, 使&■/=八 < 

(2) / 是满映射的充要条件是存在 B^*A, 使 /• ir = 7 flI 

C 3) /是双射的充要条件是存在 g : S 使 g • / = / ，且 

/ ' g 二 

证明 （1) 若 / 是单映射， Im / 是其像，设 B ' = B _ Ira /。 定 
义 B - A 的映射如 下:若 6 6 Im /,令 〆 《 = /_ 1 (6) ,又因为 A 不 
空，所以至少含一个元办，对一切 V e B ' ,令 gib ') ^ a a , 显然我们 
定义了 的映射且左 = 反之若且 /(«,) = 

/( A ) \则 gfiay ) =发 /( a 2 ), 即 a , = a Za 这证明/是单映射， 

C2) 设/是满映射 A,A 2 是 S 的两个元素，现先证明若 6,^6 e , 
则/―他,） n/q(k) = 0。事实上，若 a e 广 ] 冰） D 广，则 
b 广 fia 、= ln 与假设矛盾。这样 ii 中元素的原像组成了 4上的一 
个分划尸 = \ 6 6 Bh 在每一个广 ] (6)中取且只取一■个元 
素①，定义 S — A 的映射 g 如下： 等于/〃(6)中取定的那个元 
素。不难看出 g 是 S —A 的映射且适合 = 反过来若存在& 

使 = h ，设6是 s 中任意一个元素，则发 w e 卓且 
fgib ) = b , 即 g(6) e /-'(6),因此 / 是满映射， 

(3) 由 （1) 和 (2) 即得。证毕。 


① 亊实上 我们在这里应用了选择公理，在本教程中我们始终接受选择公理. 
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§1.5 二元运算 

定义 5-1 设 S 是一个集合 ， SXS — S 的一个映射称为上的 
—个二元运算。 

例1 Z X Z — Z 的映射 （ a , 幻是一个二元运算，称为 
加法运算^ 

例2设 V 是实” 维向量空间， VXV - V 的映射 （《, tO —« + 
”也是一个二元运算。 

例 3 设 M,0?) 是实《阶矩阵全体， XA/,(i?) —M m OO 
的映射 （ A , S ) — A • S 也是一个二元运算 （A . S 表示通常的矩阵 
乘法)，称为矩阵的乘法。 

例 4 设 S 是一个集合 t PCS ) 是由的所有子集(包括空集)组 
成的集合。 PCS ) X F (5> — P ( S ) 的映射 { A , 以及 

{ A , B)^A (1 S 都是 PCS ) 上的二元运算。 

例 S 设是实数集 ， R X R ^ R 的映射 0,30 — mi n ( x ,： y ) 也 
是一个二元运算。 

在同一个集合上可以定义各种不同的运算。比如在 Z 上可以定 
义加法、减法 、乘法 等等，这些运算通常适合一定的规律。常见的规 
律有: 结合律、交换律 、分配 律等。为了叙述这些规律，我们把二元运 
算的记法作一些简化。用 * 表示运算在二元运算(作为映射） 
下的像记为不同的运算可用不同的记号(如 * ，■等>表示 a 

定义 S -2 设*，•是集上的两种运算，则 

(1) 若財任意的均有 

a* {b* c) = {a * b) * 

则称运算*满足结合律； 

⑵若对任意的 a , 6 e * S , 均有 

a* b = b * a. 
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则称 * 满足交换律； 

(3> 若对任意的均有 

a * (b 9 c) = (a* b) • (a * c) f 

则称 * 关于 • 适合左分配律。又若 （6 . c) * a = (“ a) • (<r * a) ，则称 
* 关于.适合右分配律。同时适合左、右分配律者称为适合分配氣 
若 S 上的运算*适合结合律，则 (6*0 - ( a * b )* c , 我们 
把这个相同的元素记为 a * b * c , 而省去括号。 

利用映射的概念，还可以将二元运算的概念作推广。比如我们可 
以定义所谓的《元运 算为： X … XS — S 的映射。我们还将 S X 
T-S 的映射也称为一种运算，比如实向量空间V上的数乘可看成 
是V X R ^ v 的映射.所有这些概念极大地拓广了数集上运算的概 
念。 


* §1.6 偏序与 Zom 引理 

定义 6-1 设 A 是一个非空集, P 是上的一个关系，若 F 适 
合下列 条件： 

(1) 对任意的 a € (a,a) 6 P , 

(2) 若 （a, 6) € 尸且 ( b , a ) 6 P， 则 a = b t 

(3) 若 U，《 € P，（6，c) € P， 则 (a,c) 6 P , 

则称 P 是 A 上的一个偏序关系。带偏序关系的集合 A 称为偏序集 
或半序集。 

若 p 是 a 上的偏序关系，我们用^<6来表示 u, 6) e 尸。 

例1实数集上的小于等于关系是一个偏序关系。 

例2设 S 是集合，是 S 的所有子集构成的集合，定义 
PCS) 中两个元素 A ^ B 当且仅当 A 是 S 的子集，即 Z Q S, 则 
PCS) 在这个关系下成为偏序集 a 

例3设 W 是正整数集，定义当且仅当 w 能整除》，不难 
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验证这是一个偏序关系。注意它不同于 W 上的自然序关系。 

在偏序集中，并非任意两个元素之间都有序关系 jfc 如例3中数 
2与数 3 互相间没有整除关系.但是有一类偏序集，其中任意两个元 
素均有序关系。即若〜6 6 或者 a 或者这样的偏序 
集称为全序集 。一 个偏序集中的全序子集称为该偏序集的一根“链”。 
例1是全序集。 

为方便起见，我们记且6尹 fl 。 偏序集中的一个元 
素 c 称为是极大元，若不存在该集中的元素 a , 使得 c < a 。 有限偏序 
集总存在极大元，无限集有可能没有极大元，如例1中的实数集就没 
有极大元。 

若 S 是一个偏序集是 S 的子集，若存在且对 A 中任 
意元“均有，则称 c 是子集>1的一个上界。注意，上界一般不 
唯 一 。 

集合论里有一条常用的著名定理，称为 Zorn 引理^ Zorn 引理与选 
择公理是等价的。 Zorn 引理在应用上特别方便,为此我们叙述如下。 

引理 6*l(Zoni 弓 1 理）设 S 是一个偏序集，若 S 中的每根链都 
有上界，则 S 有极大元。 

Zorn 引理的证明要用到选择公理，我们这里不再给出其证明。 
从 Zorn 引理也可推出选择公理，因此我们可以把它作为一条公理接 
受下来。我们可以这样来 “想象 ”它的正确性(注意，这不是证明！\取 
S 的任一链，其上界记为〜。若〜已是极大元，则引理正确，若 ai 不 
是极大元，则必有 V 使心若 h 不是极大元，则又可找到心,使 
A <卜 < 6 2 f 如此下去又可得到 S 的一根链，其上界记为七|若々 
是极大元就不必再找了，若不是又可重复下去__这样不断地做下去， 
总可找到极大元，因为任一链均有上界。 

习 题 

1.设 是集合 S 的一族子集，证明下列 公式： 
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• S - LM .= 门 GS - 丄〉， . 

S - r \ A .= U (5 - 

•令! «€/ 

2. 设 S 是一个有限集且有 n 个元素，证明 S 共有 2 •个子集(包 
括空集 ）= 

3. 指出下列推理的错崔:设〜是集 S 中的一个关系，若它适合 
对称性和传递性，则它也适合自反性。证明如 下：由 a 〜6可得 

(对称性），再由传递性得 a 〜 a 。 

4. 设 W 是自然数集，定义 WX W 上的一个关系： 

U , A ) ~ ( c , d ), 当且仅当 a + d = b -\- c , 

证明这是个等价关系。 

5. 设/, A ^ C , g ： S — D 是映射，定义 / X & 
ifXg )(. a , b ) = (/( a ),^(6)),( a , b ) AX B , 

证明 / Xg 是 A XB — C XD 的映射，且证明如 /, g 皆为满映射 
(单映射），则 / Xg 也是满映射(单映射）„ 

6. 设 A ， B 是非空集，证明 AXB 与 BXA 之间存在 一一 对应 c 

7. 若 S 是一个有限集,是到自身的映射 B 证明： 

(1) 若/是单映射，则/是双射, 

(2) 若/是满映射，则/也是双射„ 

8. 设 — 心 S — C 是映射，证 明： 

<1) 若 A g 皆为单映射，则 g _ /也是单映射 （ 

(2) 若 f , g 皆为满映射，则 g _/也是满映射， 

(3) 若/ • g 皆为双射，则 g _ /也是双射，且 （g _ /)-' = 
/- ' g -\ 
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第二章群 论 

§2.1 群的概念 


定义 1-1 设 s 是一个非空集，在 s 上存在一个二元运算记为 
“ " (乘法）。即对任意的 X, : y€S, 总存在唯一的元: T . y e s 与之 
对应。又该乘法适合结合律，则称 s 是一个半群。 

半群的乘法有时被省略，如《 • 6记为 M 。 一个半群的乘法如适 
合交换律,则称这个半群为交换半群。 

如果在一个半群 S 中存在一个元素〜使对一切6 均有 
ea = ae — a f 

则称 e 是 s 的么元(或恒等元、单位元）。这样的半群称为么半群。 

定义 1-2 —个么半群 G (么元为如果适合下列条件则称为 
群:对 G 中任一元 0 ，均存在使 

a'a = aa f = e 0 
元素 V 称为《的逆元，记为 a - 1 . 

群 G 的运算若适合交换律，则称之为交换群或 Abel 群.交换群 
的运算有时用加法“ + ”来表示，这时么元记为0, a 的逆元(也称负 
元) 记为一 a , 这种群也称为加法群„ 

一^群如果只含有有限个元素就称为有限群,否则就称为无限群。 
通常用 IGI 表示 G 的元素个数。若 | G | =«，则称(？为》阶群。 

群是一类相当普遍的代数体系，我们已经学过的许多代数结构 
实际上都是一种群结构. 

例1全体整数2= {0, 士 1, 士 2,…}在通常数的加法下成 
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为一个群。这个群是加法群,么元为 0 。 若” e n 的逆元就是 一 《。 
但是要注意的是 Z 在通常的数的乘法下不是群，比如0没有逆元 
素， z 在乘法下只是一个半群，当然它是一个交换么半群，乘法么元 
为1。 

例2有理数全体 Q 在通常的数的加法下 也是- 个加法群。同 
理实数全体及复数全体在数的加法下都成为群。 Q 在数的乘法下不 
成为群(仅是交换么半群），但是如果用 Q •表示非零有理数全体，则 

Q — 在数的乘法下成为一个交换群，么元为1, | 的逆元为同理 
R ' (非零实数全体 ）, c _ (非零复数全体)在数的乘法下都是群. 

例3 G - U , —1}, 在数的乘法下成为一个群，么元为1, 一1 
的逆元是它自身.这是一个只有两个元素的群^ 

例 4 设 S 是一个集合, S 上的一个 一一 对应称为是 S 的一个 
变换。 S 的全体变换记为4«\定义 ACS ) 中两个变换的乘法为其 
合成 ，则 由于映射的合成适合结合律(命题 4-1), 且7心显然是 4(5) 
的么元, ACS ) 是一个么半群。对 A ( S ) 中任一变换/，它的逆变换/- 1 
适合/./- 1 二 /― 1 */ = /&, 故 ACS ) 是一个群。这个群称为集合 
S 上的变换群。 

例 5 在例4中若 S 是一个有限集且有》个元素，则 A ( S > 称为 
n 阶(或 n 次)对称群，通 常用& 来表示。由于 S 的全体元素的任一 
排列决定了 S 的一个变换且 S 的任一变换决定了一个全排列，因此 
又的阶为《!(注意 n 阶对称群的阶不是/0。 

例6设{0, 1，2,… ，”一 1}, 在 G 上定义一个加法 
(为了与数的加法区别开来，我们在‘‘+”上加了一点) 如下： 

， ■- j- > = I + j , 若 i 

i - i - J = t + j — n , 若 (D n 0 

上面的定义等价于下列定义： 
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i + j = k, + j = ^(mod n), 

即若 i + ) 除以 n 以后的余数为则定义 i + j - k , 利用这个定义 
可以方便地验证结合律： 

(f -i- ；') + m = « + 0 + >") = 是 ，其中 i + j + m = kCmodn ), 

G 的么元为 0, f 的逆元为 《 _ 这个群称为槙 〃 的剩余类加法群， 
通常记之为乙 D 我们今后还要仔细地研究它 D 

例 7设V是实《维向童空间少上的向®全体在加法下也构 
成一个群，这个群的么元是零向量。这也是一个加法群. 

例 8设X是一个数域(有理数域、实数域或复数域等）, K 上 
«Xn 非异矩阵全体在矩阵的乘法下构成一个群，么元为夂,即 n 阶 
单位阵。当《 > 2时这个群是非交换的。通常称这个群为域 K 上的 
n 阶一般线性群，记为 Gi,(ZO。 

例 9设丨 | 川 =1}, 即行列式为1的 
»X« 矩阵全体。不难看出 Si-(K) 在矩阵的乘法下也构成一个群， 
称为《阶特殊线性群。 

例10设只={士1, 士士 j, 士 *} 共有8个元素，在 H 上 
定义运算： I. 2 = j 8 = = — 1, ij = — ji = k, jk = — kj = i, ki = 

-ik = “ 不难验证 H 成为一个群，称为 Hamilton 四元数群 。 

下面我们来讨论群的简单性质。 

性质 1-1 群的么元唯一. 

证明 设 e 与/都是群 G 的么元，则一=〜¥=/,故£ =〆。 
怔毕。 

性质 1-2 对群 G 中任一元 a , 其逆元也唯一。 

证明 设 a,, a 2 都是 a 的逆元，则 a, = a,e = a^aaj) = 
=ca 2 = a 2 „ 证毕。 

性质 1-3 对群 G 中任一元 a 有 （F 1 厂 1 

证明 a - a- i = a - > • a = e, 此即表明 (. a ~' y l = a a 证毕， 
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性质 1-4 设 a ， 6是群 G 中元素，则 ( a 6)- = b -' a -\ 

证明 ( afe )(4 _! a _1 ) — aibb ~ l a ~ l ~) ― a (. ea ~') — aa ~' — e , 
(6 _1 a _1 )( a 6) — b ~^(. a ~ l ab ~) = b ~'( eb ) = 6 _1 6 = e 。 

证毕。 

性质 1-5 对群 G 中任意两个元素 a , 方程 ax = 6及 ja = 6 
在 G 中有唯一解。 

证明 = 6 的解为 = ，= 6的解为 y = 6 a _1 0 证毕 0 

性质 1-6 左、右消去律在群中成立。即若== 6«，则 a i ■。又 
若 va = vb , 则 a = 6。 

证明在等式 aa = * M 两边右乘“- 1 •得 ( au ) u~ l = (知)“- 1 ,由 
此即可推得 a 同理可证左消去律也成立。证毕。 

在做群的乘法运算时为了方便，记 a ' a = a l , a - a-a — a s ,— , 

a . a = a " 0 又记 a _ " = U - ')", 则有下列性质- 

性质 1-7 a m • a * = a m+ \ 

证明两边都等于^+^个^相乘，证毕。 

性质 1-8 ( a -)- = a m . 

证明两边等于〃《个 a 之积。证毕。 

性质 1-9 ( f )-= a — 8 

证明两边等于个 a - 1 之积.证毕。 

性质 1-10 ( a ")-* = a -", ( a —)- = a -. 

证明 a - . fl - = fl - • ( a - 1 )" = e , 因此 （ a •广 1 = a ~", 于是 

( a ") _ * = (( a -)- 1 )- = ( a —)* = a _ m 。 

又， (a-"')-- = ((a- 1 )")- = (a- 1 )— == (( a -i)-i)™ = a - e 

证毕， 

为方便起见，约定 a ° = e 。 

若 G 是加法群，则记 a +…+ a =如，于是有相应的性质 如下。 

' - y - ' 

n 个 

性质 1-7’ ma + na = (.m + n ) a 。 

性质 1-8’ n ( ma ) — nma „ 
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性质 1 -y 71 ( 一 ma) — (一 m/Oa 。 

ISMi-io， (- n)(tna) = (一 mn)a^ (一 n) (— mo) = mna 9 
约定 Oa = 0 , 

习 题 

1. 判断下列集合在指定运算下是否成群？ 

CDG- {全体整数运算为数的 减法； 

(2) G- { 全体正整数}，运算为数的 乘法； 

(3) G 全体正有理数 } ，运算为数的乘法； 

(4) G 全体正实数 } ，运算为数的乘法； 

(5) G= { 数域尺上《 X n 矩阵全体}，运算为矩阵的 乘法； 

(6) G 同 （5), 运算为矩阵的加法。 

2. 设在 G 中有两个元素 a , h 适合 d 二 &，求征对任意的自然 
数 n , ( a b )' = a-6" 0 试举例说明存在某个群中的两个元素 a, 6,使 
⑽) 2 关 W。 

3. 证明下面四个矩阵在矩阵乘法下构成一 个群： 

u ， （： —;)，n 

4. 设V是数域 A： 上的线性空间，V•为 V ^ K 的所有线性函数 
全体，定义V•中两个函数 A g 的加法为 

(/ + 茗 ）（ w) = /(w) + gM, 

证明^在此加法定义下构成一个群。 

5. 证 明: 若群 G 中任一元素的逆元是它自身，则 G 是一个 Abel 
群。 

6. 设 G 是一个群，且对任意的 a, 6 e G 均有 (aby - aV, 证明 
G 是一个 Abel 群。 
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7. 设 G 是一个群且对某三个连续的自然数， _=« ，” + l ,« + 
2,有 （ d )’ 对一切 a ， 6 6 G 成立，则 G 是一个 Abel 群。 

8 •设 G 是偶数阶群，证明必存在 G 的某个元素 a 关 e ,且 f 1 = 。 

9. 设 G 是一个半群且适合下列两个条件： 

(1>存在 e 6 G ’， 使对一切 a € G , 有財= a , 

(2) 对 G 中任一元《，必存在元素'，使 ai 

证明 C 必是一个群(注 :这 是群的又一等价定义，它的条件要比我们 
定义中的条件弱一些）。 

10. 设 G 是一个有限半群，且适合 条件： 

(1) 存在 e 6 G , 使对一切 a 6 G ， ae^a； 

(2) 对 G 中任一元心若 d 二 沉，则6 = c (即左消去律成立）， 
证明 G 是一个群. 

§2.2 子群及傍集 

定义 2-1 设 G 是一个群, H 是 G 的子集，如果//在群 G 的运 
算下也成为一群，则称 H 是群 G 的子群， 

显然子群的概念具有“传 递性' 即若 H 是 G 的子群而^：是《 
的子群，则 K 也必是 G 的子群。 

如何判别群的子集是子群，我们有下列命题 D 
命题 2-1 设//是群 G 的非空子集，如果 H 适合下列两条件之 
一，则 H 是 G 的 子群： 

( 1 ) 对任意的 a ， 6 d e W 且 a -. 1 e 

(2) 对任意的 a,b€ H, ab-i e H。 

证明 （ I ) 因为 // 是 C ； 的子集，所以 // 中元素的乘积显然适 
合结合律。又若 a e //,则 e w , 故 a . a - 1 e h , 即 e e //。因 
此 H 是 G 的子群。 

(2) 由 a 6 W 得如 ― 1 € 即 ee // 。又 a— 1 = e .a— 1 € 

若 6 e H , 丨 e ■«, 则 aCW 1 € //，即 fl 6 € 由 （1) 即知 H 是 
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G 的子群。证毕。 

推论 2-1 设 H 是群 G 的有限子集，若对任意的 a ， 6 € H ， 均 
有 ab 乇 则 H 是 G 的子群„ 

证明由上述命题中的 （1) 只需证明对任意的 a € W , A 1 必属 
于 H 即可 D 由已知条件知 a , aW , …皆属于 W 。 但是 H 是有限 
集，因此必存在 r > s ，使 〆 = « s 。 由消去律得 a — 1 = 但 r 一 s > 
0,故 〆 e 显然 a - 1 二 〆 —‘— 1 ,这就证明了结论。证毕， 

对任意一个群 G , G 自身也可以看成是它的子群，另外的么 
元组成 C ； 的子群(只含一个元素）。这两个子群称为 G ‘的平凡子群。 
不是平凡的子群称为非平凡子群 D 

下面我们来看一些子群的例子= 

例1设 Z 是整数加法群(见 §1.1 例 1), 又设《是固定的某 
个自然数，令 {0, ±«, 士 2«,…}，即//由《的倍数组成，则 
H 是 Z 的子群。这个子群通常记为 

例2设 V 是数域 K 上的向量空间, K 在向量的加法下成力一 
群。 匕是7的子空间，则7,是7的子群„ 

例3设 G 二(尺)是数域 K 上的 n 阶一般线性群, SA ,( K ) 是 / i 
阶特殊线性群(见 S 2. 1例8、例 9). S 乙 ( K ) 是 GA (幻的子群。 

例4设 R 是实数全体在加法下组成的群， Q 为有理数全体，则 
Q 是 ( K ，+) 的子群.另外，记是非零实数全体组成的乘法群 ，虽 
然 R •是 K 的子集，但是由于 K ' 上的运算与 ( R . +) 上的运算不同， 
因此 R ‘不是 R 的子群。 

例 S 设丨是^次对称群，它是《个元素集…，上的置 
换全体构成的群，设 a ,, … ，&是其中的 A 个元素，则所有保持 a ,， 

办不动的 S „ 的元素全体构成又的一个子群。 

定义 2-2 设 G 是一个群， C ={ C eG | 识■对一切 geq , 
即 C 中元索与 G 中任意一个元素的乘法可交换，称 C 是 G 的中心。 

命鼉 2-2 群的中心必是子群^ 

证明 .设 c 是群 g 的中心，若《, a e c, 对任意的及 e G, 则 
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(, ab)g — a (. bg ) = a ( gb ) = ( ag)b = ( ga)d = g ( ab ) 。 

又由 =《 a 可推出 ga~ l = a _1 贫，故 6 C ， a _1 6 C , 由命题 2-1 
即知 C 是 G 的子群。证毕。 

例6设 G 是一群， …是 G 的一族子群，则仍然是 
G 的子群。事实上若 a , ，则 a , 6属于每个而是子 

群，故幼 q e 这对任一《均成立,因此 ab - 1 e n //。，即(1只.是 
子群。 

定义 2-3 设 S 是群 G 的子集， G 中包含集合 S 的所有子群的 
交称为由 S 生成的子群，记为 < S >。 

注意包含<5的子群集非空，因为 G 本身包含5。又<^>是(^ 
中包含 S 的“ 最小”的子群。若 ■? 本身是 G 的子群，则容易看出 
< 5 >— 5 „ 

命題 2-3 设 S 是 G 的子集，则 

<5 >= {< lj ' • a \> . 心 i >t € A A =士 lh 

在证明这个命题之前，我们先作一些说明.上式表示 < S > 可以 

由所有有限乘积矸•蛉 . 4组成，其中《可取任何自然数, a , 

可取中任何一个元素，且允许重复取。 

证明先证集合 W •心 . 构成一子群。事实上若设 

a — a \' . a e -, b = b ^ 1 ., 则 

ab ~' = aj 1 . a **6~ f， *. b ^', 

显然仍属于原集合，故它是一个子群。又这个子群包含 S (取《 = 1, 

e , = 1 ) ，对任一包含 S 的 G 的子群 H , a , e S <= 故的 . 心 

6 H a 这就证明了子群{的 . 故它就是 < CS >。 证毕。 

若 //=< S >，则 S 中元素称为//的生成充。又若 S 是一个有 
限集，则 H 称为有限生成的子群。特别若 G 可由一个有限集生成，则 
称 G 是有限生成的群，如果 G 可由一个元素生成,那么称 G 是一个 
循环群。显然有限群总是有限生成的。注意，无限群也可以是有限生 
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成的，比如整数加法群 Z 可由一个元1生成，因此 Z 是一个无限循 
环群- 

走义 2-4 设“是群 G 的元素，若存在最小的自 然数〜使/二 
«，则称 n 是元素 a 的周期。 

e 的周期为 K 若不存在自然数〜使 〜 则称 a 的周期为0 
(或称 a 的周期为…）。一个元素 a 的周期用 oU) 表示(有时也用 k 丨 
表示）。 


命理 2-4 设 a 是群 G 的元素， o ( a ) = n ，则由 a 生成的 G 的循 
环子群 < a > 的阶恰为《。 

证明作 { a , V ,…， a — ，/ = e } ,不难验证这个集合是 G 的 
子群，且 <“ >= { a , a 2 , …， a "~ l , e ) ,于是 | <a > | = «。 证毕 8 
命題 2-4 给出了周期的另一个等价定义:《的周期等于 < a > 的 
阶. 


周期有如下的 性质。 

命理 2- S 设 a 是群 G 的元素，且 = n ，若 m 是一个整数， 
且 〆 = e ， 则 n \ m , 

证明若《不能整除》1，则 m = + r ， 0 < r < ”， r , g 为整 

数 = o ■二， — 与„是^的周期矛盾 • 证毕 D 

现设 H 是 G 的子群，我们要利用 H 来构造 G 的分划。 

定义 2- S 设 H 是群 G 的子群，《 6 G , 则称集合= {心丨 
是 G 的一个右傍集(或称右伴集）。称集合 aH ={ ah\ke 
是 G 的一个左傍集(或称左伴集）。 

现在我们先来求两个右傍集的充要条件^如果 
Ha = Hb , 则 a = ea £ // a , 故 a = 即 air ' € H , 反过来，若 
ai — e //, 则; = (. kab -') b & Hb , 子是同 
理可证于是 Ha = Hb , 

又若 // a , 是任两个右傍集，作的映射 / uz —/ i 6, 这 

是个 一 对应，因此=阳6|,即 // fl , 的元素个数相等^ 

最后，若 Ha 关如，则 Ha 门册=0。事实上，若 \a = 心6£ 
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Ha D Hb , 则 ai- 1 = h ^ h t ^ H , 由前面的分析知 //« = 册，引出 
矛盾。 

由以上分析我们知道右傍集(类似地左傍集)有如下性质。 

性质 2-1 (1) Ha = HbiaH - bH ) 的充要条件是 ab ~' £ 

Hia^b £ H)i 

(2) \ Ha \ = \ Hb \(.\ aH \ = |W/|): 

⑶若 Ha 关 m (aH 关 W/) ，则 Ha fl = 0 iaH fl 
AH=0 )。 

从这些性质我们可以看出 G 上的右傍集全体（或左傍集全体） 
构成了 G 的一个分划，且每一块含的元素相同，即等于// = He 的 
阶。由此我们就得到了著名的 Lagrange 定理 

走理 2-6(Lagrange 走理）设 H 是有限群 G 的子群，则 |H| 是 
IGI 的因子。 

既然 G 的右傍集全体构成了 G 的一个分划，由§ 1. 3中的命题 
3-1 知它决定了 G 中的一个等价关系当且仅当当 
且仅当 air 1 £ H。 在这个等价关系下的商集 G 为 G 的右傍集全体。 
I引即右傍集的个数称为子群 H 在 G 中的指数，记为 [Gi H]。 于是 
Lagrange 定理也可以改写如下。 

tM 2-6' 若 H 是有限群 G 的子群，则 
|G| = \ H \ • 


注意如果我们改用左傍集来定义指数,则也可以得到相同的 
结论，而且我们还可以看出用左傍集定义的指数与用右傍集定义的 
指数是相等的。事实上我们还可以直接证明这一点：作 H 的左傍集 
集合到 H 的右傍集集合的 映射： aH ^ Ha - 1 , 读者不难自己证明这 
是个 一一 对应，因此 H 左傍集的个数等于 H 右傍集的个数。但是 
读者需注意，一般来说关 aH , 我们将在下■-节讨论这个问 
題。 

Lagrange 定 S 有许多推论，我们简述如下。 
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推论 2-2 若 G 是有限群，则 G 中任一元素的周期必是 | G | 的因 
子. 

i|E 明 o ( a ) =丨 < a > 丨，故 o (< a)||GU 证毕 《 

推论 2-3 若 G 是有限群，则对任意的 a £ G , 

证明由推论 2-2 即得。证毕。 

推论 2-4 若 1 G | =户，户是一个素数，则 G 是循环群。 

证明若<2?^,则 |< a >| 整除 h 只可能 |< a > | 故 
G =< a >, G 是循环群。证毕 >_ 

作为应用，我们用 Lagrange 定理的推论来证明数论中的 Euler 
定理与 Fermat 小定理 <> 

首先我们定义数论上常用的 Euler p 函数 如下# 是自然数集 W 
上的函数，?<1) - 1, 〆 《〕等于“小于 n 而与《互素的正整数的个 
数”，比如 P <2) = 1, p (3) = 2, < pU ) = 2, 9?(5) = 4, p (6) = 2, 
六7> =6, ?<8) - 4, 等等。若 p 是素数，则 ^ p )= p ~ U 
例7 Euler 定理:若都是正整数且<!与《互素，则 

a f<>, s l(mod n 、。 

证明 令<小于 ”且与 《互素的正 整数} ，则 G 的阶恰为 
办)。定义 G 中元素的乘法“ _ ” 如下： 

m • k —— s , 其中 s 适合三 s(mod «) „ 

若 m , ft 与 / t 互素，则不难验证 J 也与《互素。因此 G 在上述乘法运 
算下封闭，结合律也不难验证，事实 上若； 《,々， / eG , 则 ( m - k ) • 
/ = m .(*./)= s , 其中 s 适合三 s ( modn )。 显然1是 G 的么 
元。对任意的 m 6 G , 因为; n 与 n 互素，必有 0 <A < n 及整数 f 使 
*^+拟=1„显然*与《互素,故6 6(?且*是》 1 在(？中的逆元,这 
样 G 就成为一个群。由推论2-3,对 G 中任一元素 a ，均有 = 
Kmodn ). 当 a>n 时，令<* =叫 + 广，0 < r < n , 则由于 
as r ( mod »), 因此仍有等式 a —) = l ( mod «) 0 证毕。 
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例 8 Fermat 小走理 :设/ >是素数^是自然数，则 
a p =a(mod p) 9 

证明 若&与 /* 互素， 1 由 Euler 定理有= l(mod />), 但 
f ( p ) = p — It 故 a* _1 盖 l(mod«), 两边乘以即得结论。当 a 是 
夕的倍数时结论显然成立 . 证毕。 


习 题 


1. 设 H,, H:， …是群 G 的一族子群，且…， 
证明是群 G 的子群。若//, K 是群 G 的子群且二者互不包含， 
求证 HUK ■必不是 G 的子群。 

2. 设 G 是一个10阶循环群，即 G = { e , «，《 2 ,…， a 9 }, ^ 10 = 
e， 求由 Y 生成的子群 H 的右傍集全体 - 

3. 设 H, K 是群 G 的子群且 K ■是//的子群，若 [G | //] 及 

[H >幻皆有限，求证 [Gi 也有限，且 

[G ： /C] = [G » //][// « K ~\. 


4. 设//，尺是群 g 的子群，且求 
证: HJC 是 G 的子群的充要条件为= KH a 

5. 设//， /C 是群 G 的两个有限子群,证明： 


\HK \ = 


\ H \ » \ K \ 

iwn/q • 


6. 设 //, 尺是 G 的子群，且 [G: H], [G»K] 都有限，求证: 
[G:HDX] 也有限。 

7. 设 H, 尺是 G 的有限子群，且它们的阶互素, 求证： 


{ e}o 


8. 求 证:对 G 中任意元 <2, 6,均有 
(1) o(a)=o(a'')} 
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(2) o (. a )= o ( b ~' ab ) t 

(3) o(aft)=o(6a)„ 

9. 设阶循环群，求证 G 的生成元个数恰为 ？>00。 

•10. 设 a ，6 是群 G 中的两个元素且 = 若 o ( a ) = m , 
o ( b ) - n , 求证： G 中必有一个元素的周期等于 « 的最小公倍 
数。 

H . 设 g 是一个有限群,心 r 是 g 的非空子集且 g 乒 sr , 求 
证： | G | > | S | + \ T\ a 

12. 设 S 是 G 的非空子集，令 

CCS ) = {x €• G | xs = sx 对一切 s 6 5}, 

证明: CCS ) 是 G 的子群。 CCS ) 称为 S 在 G 中的中心化子。问 C ( G ) 
等于什么？ 

§2.3 正规子群与商群 

我们在上一节介绍了子群傍集的槪念。一般来说，群 G 的子群 
H 的右傍集与左傍集不一定相等。以&为例，将&看成是 Um 
z 3 } 上的置换构成的群, e 表示恒等置换： 

卜*^ 叫 

[x, X t x 3 J’ 

令 # 表示置换： 

卜 ！ ：2叫 
Uj :i 工 s J ’ 

少表示置换： 

x 2 叫 

{^2 ^3 :lj ， 
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不难看出妒= e , 妒= e 。 我们约定置换的乘法这样定义冷少为先 
作用伞后作用护,即 * r ,. (逆= U 岸 VP , 于是 
X % x s 

• z 2 x 3 1 
X t X3I 

X t X, j ’ 

S 3 ={ e ,^, ¥■, 砍？，少少 } a 令//= { e , , 则 H 的左、右傍集 

如下： 

左傍集 （3 个 ） s // = { e , 0}, VH = { 9 , ^}, = { 妒， 

— < p ^*}. 

右傍集 （3 个 ）：H = {«，€>}, H ^= { ip , 妳 }， = { 妒， 



- 妳}。 

显然但是对于某些子群来说 ， //a = a // 
总成立，这样的子群//特别重要，现在来研究这种子群。 

定义 3-1 设 G 是群, H 是 G 的子群，若对任意的 G 中的元素 
a , 总成立 Ha = aH , 则称 W 是群 G 的正规子群(或不变子群），记 
为 H <] G , 

如何来判断一个子群是正规子群？我们有下列判定定理= 

命題>1设 h 是群 g 的子群，若对任意的 sec , 及 任意的 
A e 均有 ghg -' e H (或 g-'hg e H >, 则 H 是 G 的正规子群。 

证明只需证明 g // = 即可。事实上， ghg -' e h , 
ghg -' = h ' 因此 ^ e Hg , 于是以 / £ Hg Q 类似地 //g £ 
gH , 即得结论.证毕 B 

一个群 G 至少有两个正规子群： { e } 及 G 自身•这是两个平凡正 
规子群。若 G 除了 >}， G 外再无其他正规子群，则 G 称为单群。由 
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§2. 2 可知，素数阶群必是单群. 

例1交换群的任一子群都是正规于群。 

例2在&中令卜，则 JV 的左傍集有两个， W, 
#N= {企，妒 f % 峻=少的右傍集也有 两个： N « f = {< f , 
1 ? 2 «P = •显然= 3W, W 是正规子群。 

例3若 W 是 G 的子群且则//是正规子群„ 
证明设 aeH, 则 G = //UHa。 另一方面(2 = //1^//,因 
此^*// = Ha, H 是正规子群。证毕。 

例4设 G 是一个群， a, 6 €■ G， 记 [a，6] = d ' ab ， 称 [a, 
幻是 a 与6的换位子元, G 中所有换位子元生成的子群称为 G 的换 
位子子群(或称 G 的导群)，记为 [G, G] (或 G 1 ), 则 [G, G] 是 G 的正 
规子群。 

证明由 §2. 2 可知： 

[G, G] = {[fli, Ai]'■••*[a., 6,]*-1 a,, b t & G, n €： N, ti = 
±1},注意到[>,6]- 1 二|>，< 1 ]，故 

[G, G] = {[a,, b{]--[a„ b,~]\ a it bi G G, « € N}. 

另一方面， 《■[>, = \\ gag -', gbg ~ 1 ^, 于是对任意的 g ^ G , 

= g[o,, b ,♦ g[a 2 , bi]g~ x . g[_a., d,]^ -1 

= \.ga\8~ l , gbig~'\ga t g~ l , gb l g~ i ~\—\_ga n g- i , gb^g-''] 

6 [G, G], 

因此 [G,G] 是 G 的正规子群^证毕 „ 

例 5 设 C 是 G 的中心，则 C 必是正规子群>_ 

例6群 G 的任意个正规子群的交仍然是正规子群__ 

证明设 { H,h e , 是一族 G 的正规子群，// = QH ., 对任意的 
g&G t heu, gkgn 对一切 a e /成立，因此 gkg~ i e h, 
即为正规子群。证毕。 
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. 若 S 是群 G 的子集，定义由 S 生成的正规子群为所有包含 S 的 
G 的正规子群之交， 

例 7设//是群 G 的子群，令 WOO = g // = // g }， 

则//是的正规子群 „ 

证明只需证明 W (//) 是 G 的子群即可 B 事实上，若 
WO /)， 则 (. ab)H = a (. bH ) = a (. Hb ) = (. aH)b = ( Ha)b = H ( ab ), 
故 M N ( M ) C 又显然 a ~' H ^ // a - 1 , 故 1 £ NOD 。 这就证明 
了结论，证毕。 

称为//在 G 中的正规化子，它是 G 中包含//作为正规 
子群的“ 最大” 的一个子群。事实上，若 K 是 G 的子群，且含//作为 
正规子群，则对任意的 c e 尺 ， ch = He ， 故 r e mm , 即 /cg 
NiH \ 

由子群的定义我们知道，子群的子群仍是子群，但是正规子群的 
正规子群不一定是正规子群，我们将在以后看到确实有这样的 例子： 
若 H <] K , / i ：< G ， 但//不是 C ； 的正规 子群。 

正规子群的重要性在于利用它可以定义商群，设 H 是 G 的正规 
子群，由 §2. 2知道//决定了 G 上的一个等价关系“〜其商集 
5 : G /〜 d 现在要在集合 G 上定义一个运算使5成为一个群。注意 G 中 
的元素就是 G 的右傍集，我们希望定义 G 的运算(记为乘法“ • ”）为： 
(. Ha ) - ( Hb ) = Hiab ), (1) 

引理 3-1 设 H 是 G 的子群, G 为 H 的全体右傍集所成的商 
集，则 （ 1 ) 式是 G 上运算的充要条件是 H <： G a 

证明 设 H 是 G 的正规子群，若 H a = Ha ,, ，则我 
们必须证明 Hab — Ha^bi 9 因为 //a = Ha'，Hb ■ Hb '， 故 aa " 6 
H ， bb ~ : 6 * 于是 = abbi l ai l = ah x a ^ i 其中 A 】€ 

H < 但是 H 正规 ， e = //<2，即“心 = k 2 a 9 6 W ， 因此 
ah x a~ l = h z aa~ x 6 这就证明了 Hab = Ha ' b '^ 

反之若 (1) 式定义了 5 上的运算，即 S XG — G 的映射， { Ha , 
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W6)-*Ha6, 设 a 任意， 6 = a- 1 ， 则 (_ Ha , //a- 1 ) —//atT 1 = //。 
但对任意的 A € H，H = HA, 故 ( Ma ， Ha- 1 ) = { Ha , WuT ') — 
Haha ~\ 由于 ( Ha ， Hb ) — Hab 是映射，故必须 Haha ^ = H ，即 
aha -' e H a 由命题 3-1 知 H 是 G 的正规子群。证毕。 

由上述引理可知只有当 H 是正规子群时，才能在5上按 （1) 式 
定义运算，我们现在来证明5这时成为群-首先5上的乘法满足结合 
律： 

(.Ha • Hb) • He = Hab • He = H(.ab)c = Ha(bc), 

Ha • (Hb ♦ Hc~) = Ha • Hbc = Ha(.bc '), 

于是 


(Ha • Hb ) • He = Ha • (.Hb • He)。 


又// = He 显然是 G 的么元， //a— 1 是 Ha 的逆元，因此 5 是一 个群， 
定义 3-2 设 G 是一个群,//是 G 的正规子群为 H 的右傍 
集 的集合在 Ha-Hb = Had 定 义下构成的群称为 G 关于//的商 
群，记为 

为简单起见，商群 G 中的元素常用元素的等价类5等来表示 
(即 a = Ha , b = Hi •等） ，于是 (1) 式变为 

a • b = ab . 


G 中的么元为 L 而求逆为 


(a)- 1 = F 1 。 

我们今后经常采用这种写法，读者必须熟记 5 表示 a 所在的傍集 

Ha. 

显然若 G 是交换群，则 G 也是交换群;若 G 是有限群，则 G 的任 
—商群也是有限群且 |G/H|-[G-H] 0 

例8设 Z 是整数加法群， 《Z ={0, 士”，士 2”， …} 是 Z 的子 
群。由于 Z 是交 换群, nZ 是正规子群， Z 关于的商群记为 
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Z, = {0, I, 2, —t n — 1}, 

2 n 中的加法适合 ： i + j = s , 其中 s 适合 i _ + j ^ s ( modn ), 因此 Z , 
与 § 2.1 例 6 中定义的群是一回事 ，称乙 为模《的剩余类群， 

例9设 G 是一群， [ G , G ] 是 G 的换位子子群，则商群 G /[ G ， 
G ] 是交换群。不仅如此，若 K 是 G 的正规子群且 G / K 是交换群，则 
[ G , G ] SX , 即 [ G , G ] 是使 G 关于其正规子群之商为交换群的“最 
小”正规 子群。 

证明 记 W = [ G , G ]， 设 a , 6 e G , 则5= 
Nab sNaba -^ T ' ba , 但是 aba -' b - 1 6 N ，故 NaH ' = N ，因此 
上式等于 5 即 G / N 是交换群。又若 K <] G 且 G / K 交换， 
则对任意的 

Kaba-'b-' = Ka • Kb • Ka_ l • Kb' 

由于 G//C 交换，故尺 a .• Ka~' • Kb~ l =Ka • Ka~ l • Kb • 
Kb~' =K, 于是 Kafta- 1 6- 1 =K, abaUK, 这表明任两个元 
a , 6 的换位子属于子群 JC 。 而 [ G , G ] 由换位子生成，故 [ G , G]Q 
尺。证毕。 


习 题 

1. 若 W 是 G 的子群，//是 G 的正规子群, 求证: 是 G 的子 
群- 

2. 交换群的任一子群都是正规的，问其逆是否成立？如不成立， 
试举反例。 

3. 设 H 是有限群 G 的子群且 |H|=w ，又在 G 中阶为 m 的子 
群只有一个， 证明: H 是 G 的正规子群。 

4 . 设尺， H 是 G 的两个正规子群耳 NC \ H ^ { e |, 求证 : 对任 
意的 x ^ N 9 y ^ H f xy = yx „ 

5. 设 N 是 C ‘的循环子群，证 明:若 N 是正规子群，则尺的任一 
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子群都是 G 的正规子群。 

6. 设 C 是群 G 的中心且 G / C 是循环群，证明 G 是交换群。 

7. '若 G 是有限群，况是其正规子群且 [ G : W ] 与互素，则对 
任意适合-^的元2，必有工6况。 

8. 设况是 G 的正规子群且况 d [ g , g ]= ( W , 证明：况 ec , 
C 为 G 的中心。 

9. 设 G 由下列形式符号组成 ： G = {^ y \ I = O t If j — 0, 1, 
n — 1}。这里《>2。假设: r ' ys /：^ ，当且仅当:\ =*•， 

又设 p 3--' x , 求证: G 是2«阶非交换群且当《是奇 
数时 G 的中心为 G }， 《为偶数时 G 的中心含有不止一个元素(上述 
G 称为二面体群，记为 DJ 。 

10. 设 G 是一个群,且对所有的 a ,66 G 均满足 iabY = a ^, 
这里/ ■是一 个固定的素数，令 

5 - U 6 G | m 是一个自然数(可与 x 有关 ） h 

求证:⑴ S 是 G 的正規 子群； （2) 若 5 = 则若 S 适合尹=?, 

则必有 I =吾。 

§ 2.4 同态与同构 

读者已经在高等代数中学过两个线性空间之间线性映射的概 
念。 简单地说线性映射是保持线性空间上运算（向量加法与数乘）的 
映射。对于群来说,保持运算的映射称为间态。 

定义 4~1 设 G 都是群，的映射且对任意的〜 
66 G ,, 都有 

/(. ah ') =./( a )/( fe ) , 

则称/是群 G , 到 G 2 的同态。若/是单映射，则称群同态/为单同 
态;若/是满映射，则称/为满同态或映上 同态; 若同态/是双射， 
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则称 / 是同构。群 G 到自身内的同态称为自同态，到自身上的同构 
称为自同构- 

若/: G ,-* G S 是同构，则记之为 Q 2 G ,， 称群 G : 与&同构。凡 
同构的群，从运算结构上来看是一样的。 

例1设 G ,， Q 是任意两个群，令/: G ,— G 2 为映射 / U ) = 
e t , 这里 a 是。,的任一元素，是 G 2 的么元，则/是同态，这个同态 
称为平凡同态。 

例2设，令 /, G ^ G 使 /(«)=“ ，即/是恒等 
映射，则/是 G 的自同构，称为恒等自同构，圮为 

例3设 G , 是实数加法群， G 是非零实数乘法群，作 /: G ,— G 2 
使 / U ) =2' 不难验证/是群同态。这是个单同态而不是满同态 
( G s 中负数没有原像乂 

例4设 GL «( K ：> 为实《阶一般线性群, G , 为非零实数乘法群， 
定义,即将一个矩阵映到它的行列式，则/是群同态^ / 
为满同态但当《 >1时/不是单同态。 

例 S 设 G 是任一群,《是0中的一个元素，作 G — G 的映射 
% > =axa \ 则不难验证？！ ■是群 自同构，称为由元素 a 决定 
的 G 的内自同构。 

同态有下列性质。 

性质 4-1 若/: 是群同态，则 /( e ) 是仏的 么元。 

证明对任意的 x 6 Git fix ') =/(•!•«)= /( z )/( e ), 两边消 
去 / OO 得 /( e ) = 〆 是 G 2 的么元。证毕。 

性质 4-2 群同态/: 6 2 将逆元变为逆元，即 / Ocd ) = 

/ur 1 。 

证明 〆 = /( e ) = =/( x )/ U -'), 故 /( x -1 ) = 

/ or 、 证毕。 

性质 4-3 /:&— 6 2 是群同态，则 Im / 是仏的子群。 

证明 若 a , 6 6 Im /,不妨设 a = / O) ， A = /0<)，则 ab~ l = 
/( 巧 -0 elm /, •因此 Im / 是6 2 的子群。证毕 D 
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. (子群 Im / 称为 G , 在 / 下的同态 像。） 

性质4~4 /: G,—G z 是群同态,〆是仏的么元，则 Ker/ = 
U eGJ f ( x ) =e'} 是&的正规子群，称为同态 / 的核 • 

证明设 U e Kerf , 则 /(x) = fiy ) = ^, /U^' 1 ) - 
= e ' , 因此: rj- 1 6 Ker/， 即 Ker /是& 的子群，又对 
任意的 g e G,, Hgxg -') = /Cg)/^)/^)- 1 =/(s-V/(s-)-'= 
A 这就证明了 Ker /是“，的正规子群。证毕 u 
性质 4-S 同构关系是一个等价关系 - 
证明 （1)G 笤 G, 显然，只需取/=_?<；即可。 

(2) 若 AGi — G : 是同构，令 广1 是/的逆映射，则 /( 广 Ud )) 

= //-'( a ) - ff -' ib ') = /(/-' Ca )/-'(6)) 0 而 /是单映射，因 

此 /-1( d ) 即 Gs—Gj 是同构， 

(3) 若 / 1: G ,— G 2 , / 2 : G 2 — G 3 是同构，则对任意的 a , 6 6 G ,, 

fzf \ ictb ) — ftfi (^) r 

即的群同构。证毕. 

性质 4~6 设//是群 G 的正规子群， G 到商集 G = G/H 上的自 
然映射是群同态，称之为自然同态。 

证明 由 d— 3 = 53即知自然映射 a— S 是群同态。证毕。 
定理 4-1( 同态基本 定理）设/是群 G, 到&的映上同态，则/ 
诱导出的同构/，其中/(5) = /( a ) 对一切 a € G , 
成立， 

记明令 A： = K er /， 由性质4知 JC 是 G, 的正规子群。定义 
Q/Ker/aQ 的映射/: / (5) =/( a )„ 我们首先必须验证其合理 
性。若泛=石，即尺 a=/C6 或 a*- 1 €尺，则 /(at 1 ) =«’，/是 G 2 的 
么元，于是 f ( a ) fCd )- 1 = e '，即/⑷= /(*), 因此/的定义符合映 
射的要求。由/之定义， /( 喆）=/ Gb ) = /Ca6) -/U)/(6) = 
f (. a ) f ( b ), 因此/是群同态。若/ (5) = / (石) ， 则 /(«)= f ⑻, 
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或 +/( a ri ) = 〆 ，即 a -， e 尺，因此 5 = 5。这说明 / 是单同态。由 

假设/是映上的，故/也是映上的，从而/是同构。证毕。 

下面的推论 4-1 是同态基本定理的另一种形式。 

推论 4-1 设/是6—&的群同态，则 
Gi/Ker / 2 Im /。 

证明 显然。 

推论 4-2 任一群同态/ : 6,—6 2 可分解为 
/ = >■/•?, 

其中7为 G,—G, /Ker /的自然同态,/为/诱导出的6, /Ker/- 
Im/ 的同构， j 为 Im/ —G 3 的包含映射(显然也是同态），也就是说 
我们有图1所示的交 换图： 

G, --- »• Gj 


Gi/Ker f - ► Im / 

/ 

Si 

证明显然 - 

定理4~2(对应定理）设/: G,-G a 是映上的群同态,则下列命 
题 为真： 

(1) 若并是^的子群，则/(//)是&的 子群； 

(2) 若尺是(? 2 的子群，则 /—HK) = U6G, 丨 fix', e iO 是 
仏的子群且/^幻^!^/; 

(3) 映射 // — /(//> 定义了 G, 的包含 Ker /的子群集与 G 2 的 
子群集之间的一一对应，在这个对应下, HSGi 的正规子群当且仅 
当/(//)是&的正规子群，这时还有 
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G,/H^G 2 //(H ) 0 


证明 （1) 用子群的判别定理直接验证即可。 

(2) 因为&的么元〆6心故广|(尺）21^八/- 1 (/0是子 
群可直接验钲 。 

(3) 显然/(广 1 #))=尺，我们只需证明广 K/C//)) = //对 
—切 G 的包含 Ker /的子群 H 成立即可得到需要的一一对应。 

//^/-'(/(只)）是显然的。若 a e/-H/c/o), 即 /(«) e 
/(//), 则存在 A € H 使 /(a) = /(A), 也就是 /(a/T 1 )= 〆，故 
aA- 1 € Ker/SH, 即有 a e H。 这证明了 广 '(/(H〉）S //，从而 
有 H 匕 /_ 1 (/(//)) ^若 // 是正规子群，则不难验证 /(H) 也是正规 
子群.反过来，若瓦是(? 3 的正规子群，同样易证的正 
规子群，具体的验证留给读者，最后作 y: G, — G 2 //CH) 的映射， 
fig ) = 7 Tg ), 则不难 验证？ >是一个映上同态且 Ker P = 
f -' UW ), 由同态基本定理即得所要求的同构。证毕。 

命题 4-1 设的群同态，则 

⑴/是单同态的充要条件是 Ker/= {e}; 

C2) 若//,, 分别是 G, ， G 2 的正规子群且 fiH ,) £ 则存 

在 G,//^ — GJH Z 的同态7■使图2所示的交换图可交换， 

Gy -^- ► G t 

GJH X -- GJH t 


即 72/ = / Vi ， 其中 7 i ， 公是自然同态 • 

证明⑴若/是单同态，则 /( e ) = 人 〆 的原像只含一个元 
素，即 Ker /= W 。 反之若 /( a ) =/(«, 则 / U 6- 1 ) =人幼- 1 6 
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Ker / = { e }„ 因此 M "" 1 = e ，即 a = / 为单同态。 

(2) #/： f 我们首先需要验证 

/ 是一个映射。若 K 5 ，则 g lg -' e H , ， 由假设 f(g lg -')€H 2 , 
故 ng , g ~') =歹，即/ ⑹ /⑷=歹，于是 jw - 7^ y 。 又/ 
保持运算，事实上， 

/ (.gi g~> ^ f(-g^g~> = figig) = 7(gJ7Tg) = 7(iT> TTg) 

=f ( g、）f ( g )， 


因此 / 是群同态。从定义显然有％/ = /%。证毕。 

同态基本定理是群论最基本的重要定理之一，它有许多重要应 
用。下面两个同构定理可以看成是同态基本定理应用的例子^ 

定理 4-3( 第 一同构 定理）设 H , W 是群 G 的正规子群且 
则 、 

G / H / iV/H 笤 G / W 。 

证明记/为 g — g / h 的自然同态，则不难验证 /(#) 二 
W / W , 由对应定理之 （3) 即得 G / AT 给 G //// aT / H b 证毕。 

定理4~4(第二同构定理）设//是群 G 的正规子群，尺是 G 的 
子群，则尺门 H 是 K 的正规子群且 

KH/H^K/H D K, 

证明因为 W 是正规子群，不难验证是 G 的子群(也可利 
用 §2.2 中的习题4)，显然//是 K // 的正规子群。作 K — 

的映射/: fix ) = x ^ xH , 显然/映上。又 fixy ) = xyH = 
xHyH , f 是群同态 ， Ker f = {x ^ K \xH — H ) = {x ^ X |x €• 
H )= K [\ H , 由同态基本定理即得 A ：/// D 毕。 

现在我们用同态基本定理来研究群的自同构„设 G 是一个群， 
记 Am G 为 G 的自同构全体，它在映射的合成下构成一群，称为 G 
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的自同构群 • 又若 a € G ， 则映射 : c — amj - i 是群 G 的自同构(例 
5)，称为由《决定的 G 的内自同构 . G 的内自同构全体所成的集记为 
InnG D 我们有下述定理。 

定理 心5设 G 是一群，则 IrmC 是 AutG 的正规子群，且 
Inn G ^ G / C , 

其中 C 是 G 的中心。 

证明设 ft : x -^ axa ~' , < n - 分别是由 a , 6决定的内 

自同构 • 则 P-ft =私， 1 = ft - 1 , 因此 Inn G 是 AutG 的子群，又 
若/是 G 的任一自同构，则 /%/ K ) = /(« 广 1 Uk - 1 ) = 
/(ak/Ca)- 1 ，即 / ft /' 1 = p/u, 6 InnG. 这就证明了 InnG<]A U tG a 
最后，作 G — Inn G 的映射仏 陶 = 显然，卢是映上的，而 
Ker ^ = {a 6 G | %(. x ) = x 对一切 x 6 G } = (a ^ G | axa~ x — x 
对一切 i €G> =C, 由同态基本定理即得 


证毕。 

例 (i 若 G 是单群, W, A ： 是群 4 是 G 到 H 的同态，则 Im 卢是单 
群或是只含 H 的单位元的平凡群 B 又若 s* 是尺到 G 的同态，则 Ker 辛 
是 K 的极大正规子群，即真含有 Ker 多的尺的正规子群只有 K 自己。 

证明 由性质4可知 Kei^ 是 G 的正规子群。但 G 是单群，只 
有 G 的单位元 6 组成的子群和 G 自身是 G 的正规子群。若 Ker 0 二 
{e} ，则 G 3 Imp, 因此 1m 0 是单群。若 Ker p = G, 则 Imp = {e '}, 
其中 f 是 H 的单位元。 

现设 L 是真包含 Ker 0的尺的正规子群，由对应定理是 
G 的正规子群且不等于仏},于是只能是外由对应定理得 
i = A：， 于是 Ker# 是 A ■的极大正规子群。证毕。 

习 题 

1. 验证下列映射是否群同态，如是 ，请 求出同 态核： 


39 



(1) G 是非零实数乘法群， / 是 G — G 的映射 /( z ) = x 2 ； 

(2) G 同上， f 是 G — G 的映射 p ( x ) = 2 X , 

C 3 )G 是实数加法 群屮是 G 啼 G 的映射， ^ x ) = 

2. 设 0. 是” X”实正交阵全体， G 二 {1, —1} 是两个元素构 
成的乘法群， 求证： 

(1) 0,在矩阵乘法下构成一群； 

(2) 映射仍 | d| (|A| 表示矩阵 A 的行列式)是群同态，试 
求 Ker 

3. 设 G 是非零复数乘法群, W 是 G 中绝对值等于1的复数全 
体，则 W<jG 且 G / N 同构于正实数乘法群。 

4. 设 G 是实数加法群， AT 是所有整数组成的 G 的子群，证明： 
G / N 同构于绝对值等于1的复数乘法群 - 

5. 设 G 是非零复数乘法群， H 为形如 



的矩阵全体，其中 a， 6是不同时为零的实数。求证://在矩阵乘法下 
构成一群，且与 G 同构， 

6. 设 G = D, 是 n 阶二面体群， G = {x'y | * = 0, 1; > — 0, 
1 …， n — 1}，证明： 

(1) ⑷ ： y , y , …，是 G 的正规 子群； 

(2) G/A^Z 2 。 

7. 证明，群 G 的映射 a — t 是自同构的充分必要条件是 G 为 
AbeW, 

8. 群 G 的一个正规子群 W 称为极大正规子群，若 JV 关 G, 且不 
存在 (； 的正规子群//參 G 使得 iVG//， #垆/^证明:7^是0的 
极大正规子群的充要条件是 G / N 为单群， 

9. 设 N , //是 C 的两个不同的极大正规子群，则 HDAf 是// 
的极大正规子群(也是 W 的极大正规子群）^ 
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.10. 设 P 是 G 的自同构且 9 < a )=a 的充要条件是 a = q 证明： 
映射 a — y ( a ) a -' 是单映射。若 G 是有限群，则 G 中任一元素都具有 
形状 

11. G 与同上题，若 G 有限且尹=1, 证明: G 是奇数阶 Abel 
群。 

12. 设 G 是有限 Abel 群且 | G | =”，若 m 是与《互素的自然 
数，证明映射仍工―，是 G 的自同构。 

13. 设 G 是有限群且 | G | >2,又 G 中有元素，求 证： 
|AutG| > 1„ 

H . 若 G 是有限群且 | AutG | =1，证明： | G | <2. 

• 15.若 G 是有限 Abel 群但不是循环群,证明： Aut G 不可能是 
交换群。 

*16. 设 G 是有限群#是 G 的自同构，令 

J = («■ 6 G | < p (. g ) = g ~ l ) , 

假定|/| >|| G |, 证明 : G 是一个交换群 a 若⑷=|■丨 G |, 证明： 
G 含有一个子群 H , H 是交换群且 [ G . H ] = 2 0 

§2.5 循环群 


循环群是最简单的一类群，它们可以由一个元素生成，显然循环 
群都是交换群。按照循环群的阶以将循环群分成两类 :无限 循环群 
及有限循环群。我们已经碰到过这两 类群: 无限循环群，+ ) ，即整 
数加法群 i 有限循环群 ( Z ., +〉，即模《的剩余类加法群。我们将在 
这一节中证明循环群本质上就只有这两种，即若 G 是无限循环群 , G 
必同构于整数加法群若6是《阶循环群，则 G 必同构于模„的剩 
余类加法群。我们还将研究循环群的结构以及循环群的自同构群。 


定理 S -1 设 G 是循环群，若 G 的阶为无限，则 G 同构于整数加 
法群 Z : 若 G 是 n 阶群，则 G 同构于模《的剩余类加法群乙。 
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.证明 （1) 设0=0>且6是无限群，作 Z —G 的映射 /: 
m -»• a"， 则 f(m + n ) — a™ + " = a " • a " — /(m)/(M) ，故 / 是群同 
态。显然 / 是映上的。另一方面若，=〃，由于 <2的阶无限，故 w = 
0,即/是单同态，因此/是同构。 

(2) 设(？=< () >的阶为”,作2寸0的映射/ : » 1 + < 1 "，类似 
于 ( 1 ) 知/是群同态且是映上的 - 现来求/的核 Ker /:若 m ，则 

a" = a"* = ^, »i 6 Ker f -, 

反之，若 a" = <?，则由命题 2-5 可知， n 能整除 m， 即 m = nk ， k 为某 
个整数，因此 


Ker/= {nk \ A 为整数 } =nZ, 

由同态基本定理得知 G 2 Z/nZ = Z,„ 证毕。 

推论 5-1 对任意两个循环群，如果它们的阶相同则必同构。 

有了定理 5-1， 我们可以将循环群的研究归结为对整数加法群 Z 
及剩余类加法群乙的研究。 

定理 5-2 任一无限循环群的非平凡子群仍是无限循环群。又 
若0是《阶循环群，则 G 的任一子群仍是循环群，且若『是《的因 
子，则 G 有且只有一个 r 阶子群。 

证明 （1) 设 G 无限，我们只需对 Z 证明相应的结论即可。设 
//是 z 的子群，//中值最小的正整数记为《，若 m e 则”必为 m 
的因子。.事实上，若 m = mv + A (0<6< m )， 则由？《，”€只知， 
rk e//。 但 n 是//中最小的正整数，只有 * 二另一方 面，” 的倍 
数显然属于 H， 故 


H — {0, 士 n, 士 2«， •••} ， 

显然//也是无限循环群。 

(2) 再设=«,不失一般性可令 G = 是”的 因子， 

"=^，有2到乙映上的自然同态7: 
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且 Ker 7 = nZ , 由定理 4-2 知道在 Z > 的子群集与 Z 的包含 Ker 7 = 
«Z 的子群集之间存在着一一对应，因此只要求出 Z 的所有包含 《z 
的子群就可由此 求出乙 的所有子群.设 K 是 Z 中含 n z 的子群，由 
(1) 的证明知道 K 可以写成为 ？z 的形状,<7是自然数。由于 
nZ ^ K, n 6 

钕存在■使 《 = 即 9 是《的因子 B 又 

r)(qZ) = {H 初 ， ••• ， （r 一 1) 夺}， (1) 

I 乙的 一个 r 阶子群，因 此乙的 子群都具有 （l) 式的形状。这表明 
时的任一因子^总存在一个 r 阶子群其形状如 （1) 式所示。不仅如 
此, Z„&r ■阶子群只有 一个。 事实上，若 7(iZ) 是乙的另一个 r 阶子 
样，其中则有 〆使《 = 9 7,由⑴式知道？ ( 9 'Z) 的阶等于 
〆，故〆于是〆= g, 即 Viq ' Z ) = 7(0). 证毕。 

比循环群更复杂一些的群是有限生成的交换群，我们将在后面 
讨论它们的结构。一个有趣的问题是:一个有限交换群什么时候是一 
个循环群？下面我们给出一个充分必要条件。 

定理 S-3 设 C； 是一个有限阶交换群，则 G 是循环群的充要条 
件是 | G | 是使 f e 对一切 aeG 成立的自然数《中的最小者。 

证明 若 G=<a> ，显然 a 的周期为 |G 丨且， 1 =e 对一切 
g€G 成立，故 |G| 确是使圹〜 e 对一切 g 6G 成立的最小自然数， 
反过来若 1G1 是使 f = e 对--切互6 G 成立的最小自然数,我们来 
证明 G 是循环群。若 C ； 中存在某个元 =| C；|， 则 G=< a > 
是循 环群; 若 C； 中不存在这样的元，不妨设 C； 中元 a 的周期最大， 
o(a) =w< |G| ,这时若6是 G 中任一元，且 o(6) = A ，则々必须是 
«的因子。事实上若 A 不是 m 的因子，则 m 与6的最小公倍数大于 
队而由 S 2. 2中的习题10知道 ,G 中存在一个元素，其周期等于 m 
与 A 的最小公倍数，这将与 m 的最大性矛盾。一且 G 中任一元的周 
期是 m 的因子，那么对 G 中任一元 = e 又将与 |G | 是使 « 
对一切成立的最小自然数这一假定矛盾，这样就完成了定理 
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的证明，证毕。 

接下去我们来研究循环群的自同构群，先证明如下有用的引理， 
引理 S -1 设 C ； 是任一群，<7是 G 的自同构，则 

(1) o(c(a)) = o ( a ) 对 一 切 a ^ G 成立； 

(2) 若 G 可由子集 S 生成，则 G 也可由 < rCS ) 生成。 

证明 （1) 设 oU ) = m ，则 (c(a)) m = a(a m ) = 又若 

o{aY = <•， 则 a{a iy ) = e •而 a 是单同态，故 V = e ， 即有 mj ， 因此 
o{o{d)) = m Q 

(2) G 由 S 生成，所以 G 中任一元 g 可写为 

g = 片泠 …心 ( e ( =士 1, i , 6 5) 


的形状，故 


a (. g ) = oWuKs，)'-..*,)*，。 （2) 

但是同构，故是映上的，即 C ； 中任一元都具有 <r(g) 的形状。因此 
G 中任一元均可由 （ 2) 式来表示，即 G =< a(5) >„ 证毕。 

命 H5-1 若 G 是无限循环群，则 AutC； 为2阶循环群。 

证明不妨设 G = Z„Z 只有两个生成元 :1 与由引理 5-1 知 
Z 的自同构将生成元变成生成元而 Z =<1>，因此若0 6 AntZ， 则 
只可能 a(l)=l 或 <r(l) 二一 1,若 <r(l> = l， 则 <rSZ 的恒等自同构 f 
若 <T(1) =一1，则<;(»2) = — m，<r 也是 Z 的一个自同构，故 |AutZ| = 
2,而2是素数，2阶群必是循环群，因此，命題得证。证毕。 

注由于2阶循环群同构于厶，故 Ant Z 笤 Z 2 。 

有限循环群的自同构群要比无限循环群的自同构群要复杂些。 
在§ 2. 2的例7即 Euler 定理的证明中我们定义了这样一个群 G:G 
由小于《且与^互素的正整数组成, C； 中元素的乘法 m 6 = s 由同 
余关系= J(m 0 d«) 给出，这个群通常记为 t/„ 我们要证明 
Aut 先证明一个引理. 

引理 S-2 Z, 中元素济是 Z, 生成元的充要条件为 m 与 n 互素。 
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说明若0«，》0 = 1，则存在整数 s ， G 使 

W5 + 似 = 1 ， 

于是 T = ms + nt = sm <m > , 因此 Z, =<w>, 兩是生成元。 
反过来若 G 是生成元，则' T € <示>，也就是说 T = 即 m 与《互 
素。 

命题 S-2 设0是《阶循环群，则 
AutG 舀 

证明 不妨设 G = 由引理 5-1 知道，若 <r e AutG, 则 < t (I) 
必是 C； 的生成元,因此若 tf(T) =两，则》»与《互素，又任一群的自 
同构〃必为 >7在该群的生成元集上的作用唯一确定，特别对循环群 
乙而言, a 被 〆 T ) 所完全确定， 事 实上若 ff ( T ) =玩，则 ff ( I ) 

这一事实表明映射 P : 


f (. a ) — m (m — ff ( T )) (3) 

是 Aut 乙 — 的单映射。事实上 P 也是满映射>_因为对任 一 

U •，令 a ( k ) = mi ， 则 < r 是 Z ■的自 同态。而因为 im , n ) = 1 ,存在 
s ， f 使 w + = 1，于是 < r ( S ) = T , 但是 T 生成 Z ,， 故是满同态。再 

因为 I 是有限群，满同态必是单同态，敌是自同构。这样对任意的 
>« € R ， 存在 a e Aut Z „, 使 m ,这就证明了 y 是满映射。我 
们得到了 AmZ , — 的一一对应 y , 现在来证明 P 是群同构^设 a 
r G Aut Z „, fia ) = m , y ( r ) = A , 即 ff ( T ) — m , r ( l )= 石，设 
f ( M ) = r ，则 rcr ( l ) = r Q 但另一方面， 

ftf ( l ) = r ( m ) = mk = 5, 

其中 0< s<rj 且 mis s(mod n)。 于是 r = j ， 即 

9<r<T) = m • k , (4) 

这里， 是 R 中的乘法。 （4) 式表明 P 是群同态，而上面已证 P 是双 
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射,从而？是群同构，证毕， 

例1试决定 AutZ 5 。 

.解由引理 5-2 知仏={ I ，5}，乘法规则为!■•百=百，5 •百= 
To 因此 A Ut 2 S 有两个元素，不妨设为 r 和其中 r 为恒等 映射： 
^ — “？>为映射^*泣 3 具体来说 P 是 

0 -* 0 , 1 -*■ 5 , 2 - ♦ 4 , 3 - ► 3 , 4 - ► 2 , 5 -* 1 . 

例2设？是素数，求 AutZ〆 的阶数。 

解从0到，一 1中能被夕整除的数为0, ? ，2?,…共有 p 
个，因此0到 〆 一 1中共有 p 2 -p 个数和，互素，从而 Aut Z / 有 
P 1 _/• 个元索^ 

注一般来说， Aut 2, •共有 ，一户- 1 个元素 3 

习 题 


1. 证 明:群 G 没有非平凡子群的充要条件是 G 是素数阶循环 
群。 

2- 证明： 有理数加法群 (Q，+) 的任一有限生成子群必是循环 
群- 

3. 设 G 是交换群且 |G1 =，，其中/^是素数，求证, C； 是循环 
群的充分必要条件是对 G 的任意两个子群//与 A： ，总有 H S A： 或 
K £打，也即 G 的子群集在包含关系下成为一全 序集。 

4. 证明:两个群之间的同构保持元素的周期不变。举例说明同 
态不一定具有这个性质。 

5. 设 G, H 是两个循环群且，则 G 到//之 
间存在映上同态的充要条件是 n 整除 

6. 证 明:两 个无限循环群之间的映上同态总是同构。 

7. 设 G 是一个加法群， End G 表示 G 上所有自同态全体组成的 
集合，现在 End &上定义一个加法 如下： 

46 





(<t + !■)(£■) = a ( g ) + r ( g -) ( tf , r €■ End G , g ^ G ), 

证明 ： End G 成为一个加法群。 

'8. 利用习题 7, 求证： 

( l ) End ( Z , 十 ） 3 ( Z , +), 

C 2) End ( Z „, +) ^ {2., +)。 

9. 求 证:任 何有限循环群到无限循环群的同态只能是平凡同 
态，即将所有元映为么元的同态。 

§2.6 置换群 

设 *5 是一个集合，我们已经知道 S 上所有一一对应全体组成一 
群。这个群称为集 S 上的变换群，它的任意一个子群也称为 S 上的 
变换群。任意一个抽象群都可以同构地表示为某个集合上的变换群， 
这就是所谓的 Cayley 定理。 

定理 6-1 (Cayley 定理）任一群 G 必同构于某个集合上的变换 
群。 

证明令 * S = G (作为 集合） ，若定义的映 射〜: 

r g (. x ) = gx , x € G , 

若 r ,( x ) - r ,( 3 -) ，则料 = 打，由群的消去律得 x = jy , 因此 r , 是单 
映射。&还是满映射，事实上对任意的 x ^ G , r t Cg ^ x ) = x , 这样 
我 ( D 得到了 S 上的一个一一对应 r ,, 称为由 g 决定的 G 的左平移。 
设了 =匕匕6 G } ，则7 1 是 S 上所有一一对应构成的变换群 AGS ) 
的子集 a 不难验证了是一个子群 B 作 G 到了的映射朽 
- r „ 

则外 W ) = V = 〜• 〆 , = ^ gMg ' h 穿是群同态。映射显然是 
映上的， 又若 9< g 卜 〆〆 ），则对任意的 xeG , g X = g ' x , 因此 
发= 〆 •这表 明史是 单射,从而？是群同构。证毕 • 
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. 当集合 S 是有限集时，称 A ( s ) 的任一子群为 S 上的置换群。于 
是有下述推论， 

推论 6-1 任一有限群都同构于某个置换群。 

Cayley 定理使我们可以将群的研究，特别是有限群的研究归结 
为对变换群和置换群的研究。这一节我们将主要研究置换群。 

设 S 是由》个元素心， …， 心组成的有限集上的一一对应 
称为 S 的置换，每个置换均可用下列符号 表示： 



为了简单起见，我们把这个置换写成为 



比如=4时的置换 

(1 2 3 4| 

U 3 4 l/ 

表示 x y ~* x t , x z -*- x it x t -* 

两个置换的合成即乘积通常采用与我们以前映射合成的次序相 
反的次序，比如 A r 是 S 上的置换，对 S 中的任一元 h 定义 
为 


xio • r ) = 

注意这时映射对元素的作用写成 iff 而不是 ffOrX 这种写法不影响 
所讨论问题的实质，但有它的方便之处。我们在这一节里将都采用这 
种表示法。现在来看一个具体的例子。 

例1 设 
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则 


U 1 2 4) 
(1 2 3 4\ 
ll 3 2 4] 


2 3 4 ) I 1 2 3 4 i 

U 1 2 4 j U 3 2 4 ) 

(1 2 3 41 

-U 1 3 J ° 

上述表示置换的记号虽然比原始的记法有了改进，但仍嫌累赘. 
我们可采用更简单的记号。将 S 简记为5= {1，2, …， 设0是 
s 的一个置换，井设 i , e 心由于 s 是有限集，因此总存在某个自然 
数4,使 = /,。令 (/ i ，》'2 ，…， D 表示 f _2 = 4 = »_2没，…， 》’* = 

'» *1 = “& = i l 8 t , 称记号 ( i ‘ i ，《_2， ••• ， D 是一个循环 a 若 
* = 2. 则(/,， G ) 称为是一个对换。 

命 BU -1 任一置换均可表示为若干个互不相交的循环之积且 
不同的循环因子可 交换。 这种表示方式在不计次序时是唯一确定 
的， 

证明设5 = {1，2, ••+，”>,沒是上的置换„定义 S 中两元 
素〜6之间的 关系〜 如下： 

a ~ b 当且仅当存在 f 使 

不难 验证〜 是一个等价关系且每个等价类的元素与某个循环的元素 
-致，于是 S 中元素可由0分成若干个不相交子集的并，显然每个子 
集的元素均可表示为这些循环的积且不同的循环因子是可以交换 
的.唯一性也容易证明.事实上 S 中任一充素 A 总落在某个循环之 
中，作 ( A ， W ， W 2 , •••)，这就是 * 所在的那个循环 。再对 ■? 中其余元 
素作类似的步骤。 怔荜。 
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例 2 


/I 2345678 9\ 

(3 6425178 9) 

= (1, 3, 4, 2, 6)(5)(7)(8) C 9). 

具体写法是这样的,抓住某个元素，比如1,看它变为什么，在上 
述置换中1 — 3,就将3紧跟着写在1之后。再抓住3,看3变成什 
么，上面置换将 3 — 4, 又将4写在3之后，再由4 — 2, 2— 6依次写 
上2与 6 S 接着 6 — 1,说明一个循环巳完成，这时不写1而是在6后 
括上括弧。再抓一个不属于已写循环的元，如5,但5 — 5,只霈写 
即可。这样一直做下去，就可把一个置换表示成若干个不相交循 
环之积。为简单起见,通常省去只含一个元的循环，如上面的置换可 
简写为(1，3，_4, 2, 6)。但这时要记住 S 共有9个元素， 

反过来若给定若干个循环之积，我们也可将置换写出来。例如若 
|5| = 8, 5= (1, 2, 3)(5, 6, 4, 1，8)，则5表示 1 — 2, 2 — 3, 
3今8, 8 — 5, 5 — 6, 6 一 4, 4 — 1, 7-*7,即 

^[1 2 3 4 5 6 7 8) 

U 3 8 1 6 4 7 5广 

循环有一些重要性质，归纳如下。 

性质 6~1 若1_4， …， *__) 与0_1，灸， …， ）》) 无相同元素，则 
(<].*!. … ， 7!* — » >t) = (Jl ， j” …， >*)<*!» *2t …， 

证明 显然。 

性质 6-2 (*i» **♦ t*) = (.in *3» **» *i) = C«3* in 

1.1， t . 8 )= … =( l *, I , , ...， 

证明 由循环的定义即得。 

性质 6-3 循环(即含有 A 个元的循环)的周期为4。 

证明 （ A ， *_2，…， *•»)* 将 *'1 _ *_1， *4 -* *1 » — , k “ 

性质 6-4 0,, it, I*)" 1 = (.it* 4-1 ， … ， *'i )。 
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证明由定义 即得。 

性质 frS 设泛是一个置换，则 

t 2 , …，= (ijff, »' 2 «r, •••, 

证明 ： 'iff 在 tf _1 ( l _ l ， 》_2，…， *■*)<> 作用下为*>，在 ff _l (»'1， 
«_,，+••，作用下为6(7,……如此等等即得结论。证毕>_ 

性质 6-6 任一循环均可表示为若干个对换之积（不一定是不 
相交的对换），虽然这种表示方式不唯一，但是在诸表示中所含对换 
个数的奇偶性不变。 

证明由 （*_ i , 1' 2 ， …， £*) = (:、， l' 2 )(«i , l' 3 )* -， (*M 1») 即知表示 
是可能的。 

为证明奇偶性不变，考虑 A 循环在6阶 VanderMonde 行列式上 
的作用： 


△ : 


H U ,= 


<' < 2 




i 然 A 在 A 循环作用下绝对值不变，符号的改变由循环确定，而任一 
対换作用在△上必使它改变符号，因此上述循环的对换分解中所含 
对换个数的奇偶性不变。证毕。 

推论 d 任一置换也可以表示成若干个对换的乘积且对换个 
败的奇偶性保持不变^ 

定义 心1 如果一个置换能表示为奇数个对换的乘积则称之为 
竒置换 ，否则称之为偶 置换。 

显然奇置换与偶置换之积是奇置换，奇置换与奇置换之积是偶 
置換，偶置换与偶置换之积是偶置换。又若 a 是一个 * 循环，则是 
.青置换当且仅当6是偶数是偶置换当且仅当 A 是奇数。 

tH ^2 记 A , 为”次 对称群又中所有偶置换全体，则九是 
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&的指数为 2 的正规子群. 

证明偶置换之积仍是偶置换，故儿是子群。又&中奇置换数 
正好等于偶置换数，故〔又 > = 2,而指数为2的子群都是正规 

子群。证毕， 

推论 6-3 A 的阶为 jn !。 

称 A ■是 《次交错群 5 

A z 只含一个元 A 含3个元，因此儿是3阶循环群 。 A = 
“1>，（1，2, 3>，（1，2, 4)，（1，3, 4)，（1，2)(3, 4), (1. 3)(2, 
4), (1, 4)(2, 3), (2, 1, 3), (2, 1, 4), (3, 2, 4), (3, 1, 4), (2, 
3, 4>),共12个元， 

例3次有一个正规子群尺= { CD , U , 2)(3, 4), (1, 3)(2, 
4), (1, 4)(2, 3)}，这点由性质 6-5 即可看出 。又 K 是交换群，通常 
称之为 Klein 四元群。尺中每个不等于 (1) 的元素都是2阶元 。 H = 
{(1), (1, 2)(3, 4 M 是尺的正规子群，但 W 不是 A 的正规 子群。 
事实上 

(1, 2, 3)"'(1, 2)(3, 4)(1, 2, 3) = (2, 3)(1, 4) 不属于 H 。 

命题《-3 (1) S ,=<(1, 2), (1，3)，…，（1， 《)> («>2)» 

(2) A . =< (1，2, 3)，（1，2, 4)，…，（1，2, «) > («>3); 

(3) 5, =< (1, 2), (1, 2, 3, n ) >„ 

证明 （1) ( h . *. 2 , …，， •*) = (1， *',)0. *' 2 )-( l . *'*)(U 

( 2 ) ( 1 ， 0 ( 1 , j) = ( 1 . 2 , 0 2 ( 1 , 2 , j). 

(3) 令 0 = (1， 2, 3, …， ”），则 

(2, 3) = 2) ff , (1, 3) = (2, 3)(1，2)(2, 3)。 

类似地， （2, 4> = 3)«, (1, 4) =(2, 4)(1, 2)(2, 4), 

由 （1> 知 S , =< (1，2)， 0>。 证毕。 

交错群 A _ 当 《 > 5 时是单群，这是人类最早认识的一类非交换 
有限单群。这一事实也是 Galois 证明五次及五次以上一元代数方程 
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不能用根式求解的基 础„ 

定理 6-2 若 则糸是 单群。 

证明设尺是九的正规子群且尺 TMe }, 我们要证明尺=九。 
如果我们能证明尺包含某个3循环，比如 （1, 2, 3), 则就可证明 
K ^ A ma 事实上，由上述命题 （2) 知道 A , 可由3循环生成，这时只 
要证明任何一个3循环 （;， k )^ K 即可 B 
令 


\i j k I m …} 

因为 《 > 5, y 总可选择为偶置换(否则只要对换一下/与 m 即可 h 
而 （ i , *)=7-'(1, 2, 3)7, 由尺的正规性可知/6 ) €尺=因 
此现在的关键是要证明尺含有一个3循环， 

设 a 是尺的一个元，^尹^且*(在尺中除了 e 外有最多的不动 
点.所谓不动点是指元素〖，它在《下保持不动 ，即& = *_。 现在要证 
明《—定是一个3循环。若不是，将^写成不相交的循环之积，则可 
能有以下两种 形式： 


o = (1, 2, 3, •••)•••* 


或 


o = (1, 2)(3, 4)..、 

在第一种形式中，由于《不是奇置换,《不具有 (1, 2, 3, A ) 的形式， 
即至少《还要动两个点，不妨设为4, 5。令 (3, 4, 5>, r = 
m 则 r = (1. 2，4，…）…， T =^ a , 因此 a = a -' r ^ e „ 对第二 
种形式，可求得 r = (1, 2)(4, 5) …，也有 I ■垆 a , 

—太于5的元素，显然它是/3的不动点，因此如果它也是 a 的不动 
点，则必是■- a - ' p -' ap 的不动点。对第一种形式至少动 
5个点，而2在 <；下不动,的不动点比《多，引出矛盾。对第二种形 
式， I , 2在 <;下均不动，故 a 的不动点也比《多，又是个矛盾，因此 a 
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必是 3 循环，定理得证 „ 证毕„ 


习 题 


1. 把下列置换写成不相交循环 之积: 



2 . 将下列置换写成不相交循环 之积： 

(1) (1, 2, 3)(4, 5)(1, 6, 7, 8, 9)(1, 5)} 

(2) (1， 2)(1, 2, 3)(1, 2). 

3. 设 a =( l ，2，3,4，5)，求 o ^ ^ ， o ^ ^ ， a* a 

4. 设 ； c = (1, 2)(3, 4 >， ：y = (5, 6)(1，3)，求 a 使 fl-ia = 

5- 设 (《_ i ， 1' 2 ， …， *_*) 是一个々循环，(_7'1， is ， …， y *) 也是一个是 
循环，求证:必存在置换〜使 

a _ I («' i . it , …， *.*)<*= Oi , ；2. …，力）。 

6 . 设《^_ = 1, 2 ，…， m ) 是不相交的循环且的长为 rv (即含 
r , 个元素），求的周期 - 

7. 决定下列置换的奇 偶性： 

(1) (1，2, 3)(1, 2) } 

(2) (1, 2, 3, 4, 5)(1，2, 3)(4, 5)； 

(3) (1, 2)(1, 3)(1， 4)(2, 5). 

8 . 设户 为素数，证明中恰含有0» _ 1) I 个声阶元。 

9. 求证:若《>3,则 S , 的中心为卜| = 

10 . 证明: S , 的换位子子群为丄。 

11 . 证明没有6 阶子群。 

(注：141 =12,虽然6是12的因子，但耒没有6阶子群•这 
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一事实表明 Lagrange 定理的逆定理一般不成立 J 

12. 设 H 是又的子群且 HS 4 •，证 明: H 中的偶置换与奇置 
换数相等， 

13. 证明 ：当/ 5时,5,只有一个非平凡的正规子群九。 

14. 证明: 二面体群 D ,(«>2) 同构于的下列子群 O , r > , 
其中： 


= C 1, 2, ―, n ), r = I . 

11 n n ~ l ••- 2 / 

—15 .设 * 是奇数，证明任 一 24 阶群 G 中必含有4阶的正规子 
群。 

§2.7 群对集合的作用 

群的概念最早来源于考虑集合上的置换,置换群是人类最早加 
以系统研究的群。置换群的每一个置换都是某个集合上的双射，我们 
也可以说置换群作用在该集合上„ 

定义 7-1 设 G 是一个群4是一个集合,若存在 GXS — 5的 
映射 （A s ) — 适合下列条件： 

(1) e*x = jt ； 

(2) (g^s) * x = * {g z * x), 

对一切 x € S , gl ,& eG 成立，则称 G 在 S 上定义了一个左作用。 
集合 S 称为是一个 G - 集合。 

类似地我们町以定义右作用，得到的结论与左作用是平行的。 

若 G 是有限集 S 上的置换群，定义 ^ U ), 则显然 S 是 
一个 G - 集合 。 因此上述定义可看成是置换群对集合作用的自然推 


例1设 G 是一个群，令5 = 0；，定义 


a* x = ax 9 a ^ G 9 x ^ G 9 
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则不难验证我们定义了一个作用,称为群 G 到自身上的左平移。 

例 2设 G 是一 群 ， S = G , 定义 

a * x = axa ~ l 9 a G 9 x ^ G 9 

不难证明这是个左作用=事实上 ，《*•!■ = exe - 1 =3： 0 又若 a , * £ G , 
则 

(a6) * x = {ab')x(,ab)~' > = a(.bxb~ l )a~ l 
= a{b* x)^"* 1 = a * (i * x), 

我们称这个作用为 G 对自身的共轭作用，元索称为 z 的共扼 

兀0 

例 3设 H 是群 G 的子群, G /// 表示 H 的左傍集全体所成之 
集，现 定义： 

a * ( xH ) — axH , 

不难验证，这是一个 G 对 G / H 的左作用， 

例 4 同例3,且//是 G 的正规子群, G / H 表示 H 的左傍集全 
体所成之集，定义 

a * ( xH ) = axa ~' H , 

则对任意的 a , bee 及任意的 x // e g / h , 

( ab ) * xH = abx (, ab')~'H = abxb ~ l a~'H 

=a * (6 z6 _1 )W = a * (6 * xH ~), 

因此我们得到了 G 对 G / H 的一个左作用。 

在不引起混乱的情况下,我们常常把 a * x 简写为 
定义 7-2 设 S 是一个 G - 集合，: A 则 S 的子集 
Gx = { gx\g € G ) 

称为■在 G 作用下的轨道(或轨迹 h ■ 

定义 7-3 设 S 是一个 G - 集合， ze - S , 则 G 的子 集： 
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Stab x —— {g ^ G I gx — x) 

是 G 的子群，称为: r 在 G 中的稳定化子 C 或 z 的迷向子群 

Stab _r 是 G 的子群非常容易验证，请读者自己 完成。 现在我们 
来研究轨道及稳定化子的基本性质。 

若 Qy 分别是 S 中元素 a 3■所在的轨道，如果这两个轨道 
相交，即存在使 MeG^THG^， 则存在 e G 使 a = 
g\x =g 2 y, 于是 z = gT'gzy € Gy, 故 GrGGy。 同理 Gy £G:r， 因 
而 G:c = Gy。 这一事实表明，两个轨道要么不相交，要么重合，而 
中任一元都在一个轨道内，因此 S 可以表琢成为不相交的诸轨道之 
并，也就是说 G- 集合 S 上的轨道定义了 S 的一个分划。如果 S 是一 
个有限集，那么每个轨道都只含有有限个元素。究竟每个轨道含多少 
个元素？我们有下列引理。 

引理 7-1 设 s 是 G '- 集合，则 

|Gx | = [C I Stab x]„ (1) 

证明 设只= 3«1^,6/«为//的左傍集集合,作(^->^/// 
的映射9=: 

p(gx) = gH, 

首先注意到若发工=容,工，则 g^'gix = x , 也就是说 g-'gi e h ， 因 
此这表明 P 是合理的^又显然 P 是映上的》如若 = 
gifi, 则 e H = Stab X , 因此及 即容/:及：!：， 因而 
? '是单射-这样我们就 明了？ '是 一一 对应，故有结论。证毕。 

定理 7-1 设是 G- 集合且 S 是有限集，则 

[ ^ I = ^! [G » Stab x~\ , (2) 

• xer 

其中 c 是 s 的子集且 CIS 诸轨道中的代表元集，即 S 的每一轨道 
有且仅有一个元素属于 

证明 由上面的分析可知 S 由它的轨道给定了一个分划，再由 
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引理 7-1 即得结论。证毕。 

例 S 在例2中我们定义了 G 对自身的共轭作用。 G 中 元素文 
的轨道 {gxg~'\g 6 G} 称为^的共辄类，即所有与 z 共辄 
的元素全体。当I属于 G 的中心时^的共扼类只含一个元素，即 x 
自己。再看 Stab x, 


Stab x = {g € G\ gxg~ l = x\ 

={g €： G\ gX = Xg}y 

因此 Stab j •就是 x 在 G 中的中心化子。 

定理 7-2 设 G 是一个有限群, C 是 G 的中心，则 

\ G \ - \ C \ + StG.CO,)], (3) 

这里 CXy) 表示: y ; 在6中的中心化子跑遍 G 中含不止一个元素 
的共轭类全体。 

证明取5 = G,G 对 S 的作用为共轭作用，利用 （2) 式并注意 
到例5中的说明即得结论。证毕。 

注 （3) 式通常称为有限群的类方程，定理 7-2 是有限群的基本 
定理之一- 

定义 7-4 若有限群 G 的阶等于其中 ？ 为素数，则称 G 是 
—个 f 群。 

关于 P 群有如下结论，它可以看成是定理 7-2 的推论^ 

定理 7-3 任一 f 群的中心含有不止一个元素 - 
证明考虑群的类方程(3)。在 (3) 式的左边为群的阶，故可 
设为户' 右边每个 [G * C (: y,)] 都是厂的因子，因此能被 户整除 ，若 
该群中心只含有一个元素，则 1C| = 1, (3) 式右边将不可能被 f 整 
除，引出矛盾 D 证毕》 

群对集合的作用有许多应用，我们再举几个例子来说明， 

例6设 G 是群 d 是 G 的所有子群的集合，定义 G 对 S 的作 
用： 


58 



a*H = aHa ~\ a 6 G , H 6 5, 


则 S 是一个 G •集合。 // 所在的轨道称为 H 的共轭类，即 // 的共轭 
子群(就是具有 g / Zg - 1 形状的子群)全体所成的 S 的子集。//的稳定 
化子： 


Stab H = {^ eG | gHg ^ 1 = H ) 

=6 G | gH = Hg ) 

= Nim , 

即 Stab // 就是 // 的正规化子。由 （1) 式可知 G 中与//共轭的子群 
共有 [G < WOO ] 个_>若 H 是正规子群，则 NiH ) = G ， H 所在的轨 
道只含一个元素即 H 自己。 

例7若 S 是一个&集合且 S 在 G 作用下的轨道只有一个，即 
S - G X 对任一 x 6 5成立，则称 G 在上的作用是传递的或可迁 
的。这时候对 S 中任意两个元素 u 总存在 g e G , 使 
y — gz - 

若 G 是有限集 S 上的置换群,如果这时 G 对 S 的作用是可迁的，则 
称 G 是一个可迁群。显然 S „ 是可迁群。 

例 8 设 G 是一个有限群 , S 是一个有限 G - 集合，记 n 为 S 上由 
G 作用得到的轨道数目，则 


«= |^S|5 g U 

其中 \ 6 5| g-x = x} 0 

证明作积集合 GXS , 令 

T : Ug, G X S \ gx = x}, 

W 若固定 *r ， = { ( 容， 1) 丨 贫工 = ； r} 与 Stab x 之间有一个 - 对 

应，故 |T| = Sim = D|Stab 之|。 又由 （1) 式得 |Gx| = 

x€5 

[G : Stab x] = |G|/|Stab x \ , 从而 
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2 i Stab 尤 I = i g i XI ⑷ 

设 c 是 S 的子集， S 的每个轨道有且只有一个元素属于 C， 则 |C| = 
«且 


Swi = gSi^T , ⑸ 

由于对； re&.G^r^Gc，，|G：c| = |GcU 于是 

叶 (6) 

综合(4> 式、 （5) 式、 （6) 式得 

|T| = 2lStabx| = |G| • \ C \ =«[G| 0 (7) 

，€5 

另一方面若在 r 中固定 g, 则 f = Ug , d 丨与& 一一 对 
应，因此 = isj, \ T \ = ^\ g T \ = S|S,|。 由⑺式即得 

g€G g€G 

Ei^i =»i G i« 

<ec 


这就证明了结论。证毕， 

例8通常称为 Burnside 定理，在组合数学中有重要应用= 

例9，阶群是 Abel 群，这里 f 是素数。 

证明假定 1G 卜，且 G 是非交换群，则由定理 7-3,G 的中心 
C 为/>阶群。令^€0但^不属于 C, 则 a 的中心化子 CU)2C 且 
a e cu), 故 coo 真包含 c, 于是 cu) = 这表明 e c 与假定 
矛盾 。 Wo 

习 题 

1. 设 y = (l ， t …， n) e 又 ， 证明在又中的共箱类有 （„ — 
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i >! 个元,并证明 y 的中心化子 coo =<7>。 

2 . 设 G 是一个有限群且有一个指数为《的子群//,即 
[G : =n ，则 H 必含有 G 的一个正规子群 K 且 [G : K ] | ra ! >■特 
别若 |G | 不能整除 n ! ，则 G 含有一个非平凡的正规子群。 

3. 设 G 是一有限群，令 O m 0 2 ，…， O * 表示 G 中共轭类全体， 
: c , 是0, 的代表元（ l < i<i >, C , 是 jr ,. 在 G 中的中心化子，又设 
«,■ = ] C ,-| ,求证广 


4. 设 G 是/>群且 | G | =/>•(夕为素数）,求证： 

(1) 若 JV 是 G 的正规子群且 W 关 { e }， 则 CDN 式 { e }, 这里 
C 是 G 的中心 t 

(2) 若 W 是 G 的真子群，则 W 必真含于 WCfO 之中, “( W ) 是 
//的正规化子； 

(3) 若 1 H | \则//是 G 的正规子群。 

5. 设 G 是一个有限群是能整除 |G | 的最小素数，证 明:若 // 
是 G 的子群且 [G : H ] = 则是 G 的正规子群。 

6 . 设//是有限群 G 的真子群, 证明: G 中至少有一个元 a , 它不 
属于//的任一共辄子群= 

7. 设 H 是群 G 的子群且 [ G >//]< oo , 证明含有一个 G 
的正规子群 W 且 [ H ，< oc ^ 

8 . 钲明:群 G 中只有有限多个共轭元的元素全体构成 G 的一 
个子群。 

9. 若 G 的换位子子群 [ G , G ] 的阶为 w , 证明: G 中任一元至多 
有 m 个共轭元。 

10 . 证 明：凡 U >3) 是可迁群。 

11 . 设 G 是《个文宇的置换群，则 G 是可迁群的充分必要条件是 
[ G ： G ,] = n , 其中 G , 是6中保持元素1不动的所有置换构成的 子群。 
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.12. «次 可迁群(即 n 个文字的置换群且可迁)的阶可以被 》整 
除. 

§ 2. 8 Sylow 定理 

我们已经知道，一个有限群 G 的子群之阶必是 | G | 的因子。对于 
循环群，我们已经证明对 1 G | 的任一因子 r * 均有 r 阶子群 D 但是对一 
般的有限群来说，群 G 未必含有一个 r 阶子群，其中 r 是 |G | 的一个 

因子=一个容易想到的例子是4_(»>5),^ ■的 阶为 A ■不含 

任何阶为+«!的子群，否则将有一个指数为2的子群从而含有一 
个正规子群，这与是单群矛盾。尽管如此，如对 | G | 的因子 r 作一 
些适当的限制，我们仍可证明 r 阶子群的存在性，这方面最重要的结 
果是褲威数学家 Sylow 于1872年发现的所谓 Sylow 定理 jyl 0w 定 
理不仅指出了一类子群的存在性，还讨论了这类子群的一些性质。在 
这一节里我们将证明三个 Sylow 定理并且给出它们的应用。 

定义设 G 是一个 有限群是一个素数，若 f || G |( W > 
0) 而 p ~ + l 不能整除 |G | ，则 G 的 〆 阶子群称为 G 的 ^- Sylow 子群。 

下面将要证明的 Sylow 第一定理肯定了 p - Sylow 子群的存在 
性-在证明这一定理前，我们先证明一个引理,这个引理通常被称为 
Cauchy 引理。 

引理 8- lCCauchy 引理）设 G 是一个有限 Abel 群 ，户 是素数， 
若/■是的一个因子，则 C 有一个周期为 p 的元素„ 

证明 令 aeG 且，若 a 的周期可被 f 整除，即 0 u ) = 
pr , 则 b = a ， 的周期等于引理已诬 。若 a 的周期与户互素，则 (?/ 
< fl > 的阶比 | G | 小且仍可被声整除^对 G 的阶用归纳法可设 G / 
< a >有一个 fi 阶元 b < a > ，若 i ■的周期为 s ，则 

(b < a >Y = 6* < >= ?。 
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而 6<a> 的周期等于/ •，故 pis。 设* =〆，则的周期就是/>•证 

毕。 

定理 8-KSylow 第一 定理）设 G 是一个有限群 j 是一个素 
数，若 | G| ，则 G 必包含一个阶为〆的子群。 

证明 对 G 的阶用归纳法。若 |G|=1， 则不用再证.设结论对 
于一切阶小于 |G! 的群成立，考虑 G 的类方程(定理 7-2): 

Id = |C| + S[G.C(y,)], 

若户不 能整除 1C | ,则必存在某个 〖使 不能整除 [G > ■但 

|G 卜 |C (: y ; )|[G: COO], /^l|G|, 故〆 IICGOU 作为 G 的子群 
C (: y,0 的阶小于 iG| ，由归纳假设可知 C (: y,) 含有一个〆子群，当然 
也是 G 的〆阶子群。 

又设/ *1 ICI, 则由引理 8-1,C 含有一个子群 < c > ，其阶等于户。 
但 <c> 属于中心 C， 因此 <c> 是 G 的正规子群, G/<c> 的阶为 

j|G|， 它可被整除。又6/<>>的阶小于 |GU 由归纳假定知道 

G/<c > 含有一个子群，其阶等于记之为，其中// 2 
< c > (由定理 4-2 可知， H 总存在），于是 

|H| =[«* <c>] • I <c> [= • 夕 = 户*。 


证毕 《 

推论 8-1 若素数 /* 是群 G 阶的一个因子，则 G 含有一个周■期 
为 P 的元素„ 

定理 8-2 (Sylow 第二、第三定理） G 是一个有限群且素数 

P \\ G\M 

⑴ G 的任意两个 /--Sylow 子群都共轭，即若厂， A 均是 G 的 
^-Sylow 子群，则存在妥€ G 使 * P 2 = gP x g ^ x \ 

(2 )G 的户 -Sylow 子群的个数 r 是 [ G » 尸]的一个因子，其中 P 
是 G 的一个/ >-Sylow 子群，且 r 适合同余式： 
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r = l(mod p )\ 

(3) G 的任一 〆 阶子群都含在某个 /.- Sylow 子群内。 
ilE 明 设 S 是 G 的所有/ >- Sylow 子群全体组成的集，定义 G 对 
S 的作用为 

g*p-gPg~\ p&s, g ec a ci) 

由§ 2. 7知 S 是一个&集合。现设 T 是 S 的一个&轨道，我们要证 
明 r = s , 由此即可得( 1 )。 

设 T 中有 r 个元索，即有 r 个/ >- Sylo W 子群，设为 K \, & ，…， 
又设 W 是其中的某个 K ，将 G 对 T 的作用限制在 W 上,即定义 
H 对 T 的作用为 

h*Kj^hKjh-\ Kjer, he h, ( 2 ) 

则 r 是一个集合,了可划分为若千个 //- 轨道的无交并，于是由 
定理 7-1 得 

r = |7*| = XI |//*心| = : Stab K；], (3) 

其中 KV 跑遍各 //- 轨道的代表元。注意到 HeT , H 所在的 //- 轨 
道只有一个元索，即 H 自己 （■_' 对一切 Ae H 成立）。若 

xer 且 k 所在的 //- 轨道也只有尺自己，则 

1 = | H K | = \H •• Stab K], 

即 W = Stab K - {h 6 H\hK = Kh) , 于是 HK = KH , 由 § 2_ 2 
中的习题 4 知 H/C 是 G 的子群且显然由 §2.4 中的第二 
同构定理可知 

HK/K^H/H D K, 

因此 \ HK \ = |尺|旧///门尺|。注意这里//， K 均是户 - Sylow 子 
群 ，| H / HDK | 为户 的某个幂次或1,若 \ H / H 门 K | 乒1，则 
|// K | >\ K \ 且也等于户的幂，这与 K ■是 C 的 〆 S y l OW 子群 
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矛盾，因此 \ h / h 门= 1,即 H = W 门尺， He 尺，又 | H 1 = 
IK I ，故// = 这一事实表明在: r 的诸 //- 轨道中，只有 h 所在的 
轨道只含一个元素，其余的轨道所含元素的数目为 [W > Stab KJ , 
显然是 f 的某个非零幂，这就证明了 

r = |7'| = l(mod />)„ (4) 

现假定某个 /.- Sylow 子群 H 不在了中，仍可定义 H ■对了的作 
用如 (2) 所示，这时仍有 （3) 式成立，而且经过同样的论证可知每个 
//- 轨道的元素的个数都是 户的某 个非零幂次。但显然这与 
< 4 )式矛盾，因此 H 必须在 T 中，这就证明了 S = 7•。又由于 G - 轨道 
只有一个，对任一户 - Sylow 子群 F , 5 = G * P , 再由定理 7-1 及 
§2. 7例6可知， 

r = 1 5 1 = [G s Stab P ] = [G » 7^( P )], 

而 W ) p 尸 ， [G ： P ] = [G « NCP )21 N (. P ) « P ], 即; •是 [G « 

的因子.这样我们证明了 （1) 与 (2)。 

最后设 L 是 G 的 〆 阶子群，将 G 对 S 的作用限制在 L 上使 S 
成为一个/•-集，同理可证每个 X •-轨道所含元素的个数为/ •的某 个 
幂次(包括零次幂）。但是 r 被/ •除余 1,故至少有一个2•-轨道只含一 
个户 - Sylow 子群尺，这时 

L ^ NiK ) ^ { geG \ g Kg -' = K ], 

是 G 的子群且同上面一样， L / C /尺 笤 L/_L D 尺，可得 
LH 尺=旯，即证毕。 

推论 8-1 有限群 G 若只有一个 /.- Sylow 子群，则该子群必是 
正规子群. 

Sylow 定理是研究有限群的有力工具，我们将在下面举例说明 
它的应用。 


例1求证阶为20449 = II 2 • 13 2 的群 G 必是 Abe 〖群。 

证明先求 il - Sylow 子群的个数』 Sylo W 定理知道这个数应 
具有形状1 + 1 U 。 又它必须整除13 2 ,显然只能去= 0,即 G 只有1 
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个 II s 阶子群>1， >1 是 G 的正规子群。又由 §2.7 中的例9知4是 
Abel 群.再看 13- Sylow 子群，同理可证明它只有1个，故 G 有一个 
交换的正规子群 S 且 | S | = 13\又显然4 ns - {«}. 因此 G = 
AB , 再由§ 2. 3中的习题4知道， A 中元素与 S 中元素的乘法可交 
换，因此 G 是 Abel 群.证毕^ 

例 2 求证:56阶群必不是单群。 

证明 7- Sylow 子群为1 + 7 A 个且1 + 7以8，々= 0或 <6 = 1。 
若点= 0,则 7- Sylow 子群必正规, G 不是单群;若 A = 1，则有8个 
7 -Sylow 子群，7阶元共6 X 8 = 48个，56 _ 48 = 8。但 G 含有 2- Sy - 
low 子群，其阶为2 3 = 8,因此剩下的8个元构成 G 的唯一的一个 2- 
Sylow 子群，因此 G 有一个正规的 2- Sylow 子群， G 不是单群。证毕。 

例3 G 是一个108阶群， 求证: G 有一个27阶或9阶的正规子 
群，从而 G 也不是单群。 

证明 | G | = 108 = 2 1 ，3 3 „ 考虑 3 -Sylow 子群，应为 1 + 3* 
个。 又1 + 3是|2 2 。故 A = 0 或 A = 若 A = 则 G 只有一个 3- Sy - 
low 子群且必正规，这个子群的阶为27;若 A = 1，则 G 有4个 3- Sy - 
low 子群。现设//,尺是两个不同的 3- Sylow 子群，则由§ 2. 2中的 
习题可知 | HK "| = \ H \\ K\/\H 门 KU 即27 X 27 /|W D K | < 
108,于是 | Hn ^| >27/4, 因此 1// D = 9。 

另一方面^/的阶为3 3 ，//(1尺阶为沪，由§2.7中的习题4知 
H D K ^ H a 同理 // D K <\ K a 现在来考虑 W HA ： 的正规化子 
尺 (HD 尺）。显然 n K ), /C £ N(.H n ^)， 故 W 尺 G 

職 门 ZO „ 又 | HK | =^^ = 81，故 \ N(H 门幻 I >81。但 
WO / n / O 是 G 的子群其阶必须是 108 的因子，只可能 N ( w 门 
K ) 二 G , 这就是说//门尺是 G 的正规子群，而 HDK 的阶为9。证 
毕= 

•例 4 设 h ?是素数且 9 >沁则舛阶群最多只有两种。 

证明先考虑 9 」 Sylow 子群，应为1+知个且1 +初|/»，因此 
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♦ = 0。 g-Sylow 子群只有一个必为正规子群。再考虑 /.-Sylow 子群， 
应为1 +蛘个，且1+綷 h 若 A = 0, 则 G 有一个正规的 ？ 阶群„ 
这时 G 有一个正规的声阶群 A,— 个正规的 g 阶群 i {。显然 A fl i* = 
{e}，G = AB。 记 G 的一个 f 阶元为 a，一 个 g 阶元为则 ab = ba t 
因此 G 有一个扣阶元, G 是一个循环群。 

再设^ 7^ 0,这时有 g 个 /f-Sylow 子群且；*|? — 1。若 *a 是一个 
P 阶元，6是一个 g 阶元，则 a， 6生成 G， 即 G=<a, b > 0 由于 
<*><(?，故 a-'ba ^ ( f , r 是某个自然数。 7" 必须适合 r _ 
1 (mod?), 因为否则 a^ba ^ b , ab ^ ba , G 将是交换群，而交换群 
的任一子群均正规，故<<2>是 G 的唯一的 />-Sytow 子群与 G 有9 
个 fSylow 子群矛盾^另一方面， 

a^ l ba — b r =>( K a ~ l ba y ) i < z ~ l ba y ) = b Zr = > a ^ l b 2 a = 

=> a-'lfa = If * (用归纳法） 

=> fl _l (a _l 6a)a —— ^>a~ 2 ba 1 = 

今 a ” ba ’ = l / (用归纳法） 

=>b = b ’ 冷 r f 安 lmod 


因此 


G = { a ^\ ‘ = 0， 1 ，…，户 一1» = 0， 1 ， •••， 

1, a f — b 9 — e 9 ba — ab r } f (5) 

其中 r 适合条件； 

r 异 1 (mod q) 9 r* 1 = 1 (mod q) 0 (6) 

令 K 是 §2.2 例 7 中的群，因为 ？ 是素数，故 

U 9 — {1, 2,…，穿 一 比 

由 (5) 式可知 r 关1且 〆 =1。因为户是素数，故 r 在 t /, 中生成一个 
夕阶循环子群(注意 （ r , 9 ) = 1, ( r », q~) = 1对一切 》«)• 但可以证 
明是循环群(参见§ 3. 7) ，因此其/>阶子群唯一，于是若 n 也适 
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合同余方程 (6>， 则必存在 6 使 

r , = r(mod q ) 9 

这时如 1 二 〆 二的 ，用代替并注意到 （(， P ) = 1,我们得到 
G =< a l , b >, 

G = {(< zW | i = 0, 1, … ，夕一 1， ） 二 O ， 1,…， 

g - 1 5 = 6 * r ，，（aT =妒= e }。 （7) 

将 (7) 式与 (5> 式比较，不难看出它们代表了同一个群。这表明 M 阶 
非交换群当/>19 一 1时有且只有一种,它可由 （5) 式给予定义。证毕^ 
推论 8-2 ipip 是 素数) 阶非交换群同构于 D f ip 阶二面体群)„ 

习 题 

1. 试决定丨的所有 Sylow 子群。 

2. 证明:63阶群不是单群。 

3. 证明：148阶群不是单群。 

4. 证明:6阶非交换群都与 S 3 同构^ 

5. 证明 ：若群 G 阶的素因子分解式 A 九… A 中，当 ( 參 j 时 
A ¥= Pj , 又若 G 是 Abel 群，证明: G 必是循环群， 

6. 求 证: 〆 9 阶群必含有一个正规的 Sylow 子群，这里 p , q 是 
不相同的奇 素数。 

7. 证明:200阶群含有一个正规的 Sylow 子 

8. 证明：阶为231的群 G 的 ll - Sylow 子群含于 G 的中心内。 

9. 证明:36阶群不是单群。 

10•设 G 是 一 个30阶群，证明： 它的 3 -SyIow 子群与 5 -Sylow 
子群都是正规子群，又 G 必含有一个15阶的正规子群。 

11. 证明： 72阶群不是单群。 

12. 设 G 是有限群，证明 , G / C 的阶不可能等于77,其中 C 是 G 
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.的中心。 

I 3 .设 G 是有限群且有一个 />-Sylow 子群 P ,令 N = NXP ) 是 
P 的正规化子， 证明: G 的任一包含 W 的子群等于它的正规化子 D 
U . 设/ > 是有限群 G 的一个 p-Sylow 子群， H 是 G 的子群且 
1^1 = P m ( m >0), 求证： H 门 N ( P ) = H D 户。 这里 尸)是 P 
在 G 中的正规化子。 


§ 2 . 9 群的直积， 

我们在线性代数中已经学到过线性空间直和的概念，现在我们 
将这个概念推广到群上。群的直积（当群为加法群时又称直积为直 
和)可以使我们从已知的比较简单的群来构造比较复杂的群。另一方 
面又可以把一个比较复杂的群分解成比较简单的群加以研究. 

我们先从两个群的直积做起，其方法可以推广到任意个群上。设 
0',, g 2 是两个群，作 g = xg 2 , 即作为集合是 g ,， g 2 的积„ 
中元素可写为 ( g ,, g 2 ) 的形状，其中 g , e g ,， g2 e g ! o 现在 g 上定 
义 乘法： 


则 


Cgi. gs'X.ht, h z ) = ig^hi, gthi), £•,, 6 6',, 

gzr fit €： G t , ( 1 ) 


((g'll g 2 )(*l ， *2 ))( 是 1 ， 々 2) = (^1*1 . g2h 2 )<.k, , k 2 ) 

— ((^lA,)4,, (g 2 A 2 ) 走 2) 

= (尽 1( W )， 茗 2( W )) 

—(容1， 《2)(( 心， A 2 K *1, *2))。 


又对 G 中任意的元 (&, g2 ), 

( 君 1 ， giKe x , e 2 ) — (g,, g z ) — («,, , 

(震 1 ，容 2) ( g | 1 ，震 2 1 )= (打1 ， A ) = ( ST 1 ，发 r 1 ) ( S '] ，贫 2) ， 


69 



因此 G 在 (1) 式定义下成为一群，称为 G , 与(； 2 的外直积。 

刚才我们是从“外部”，即从两个看上去不相关的群 G ,， G , 出发 
来定义一个新的群，现在我们再从内部来考察一下 G == G , X G a 。 令 

M = {(茗 ,， e Gj }， 

= {(e,, gi)\gi e g 2 \, 

则不难验证况,， W 2 都是 G 的子群，而且还是正规子群。事实上对任 
意的 （ Ai ， /»2) e G, (*!, Ai)(g-,, € 2 )(h x , h t )~ l = (A,, h 1 '){g i , 
e . Hhr ', hr ' 卜 N t <] G . 同样 W 2 <] G 3 。 又若作 
G ^ N , 的映射幻 —（ g ,, e 2 ), 则显然这是一个群同构，同样 G 2 笤 
JV 2 。 又因为（君 1 ， g 2 ) = ( ffi ， e 2 )( e lt g 2 ) t 于是有 G = NiN 2a 另外， 
显然有 N , n ^ 2 ={(« i ， A )} 。这样 G 可以 14 分解”为两个交仅含么 
元(^， Q ) 的正规子群的积。我们称 G 是 JV , 与乂的内直积„ 
现在我们对一般的直积给出如下的定义。 

定义 9-1 设 G ,(£ = 1, 2,…， 《) 是 n 个群 ， G = G , X G 2 X 
… XC „, 定义 G 中乘 法： 

(gi» gzi … ， gnHh lt h t , ... ， k.) = (,g x h it g t h t , … ， g.kj, 

则 G 在此乘法下构成的群称为 （；;(*—= 1， 2, …， n ) 的外直积。 

显然 ，( A , A , _+•, A ) 是 G 的恒等元，其中&是 Q 的恒 等元。 
(.gi, gzi ... ， g.y 1 = (gr 1 ， gr 1 ， …， d 

定义 9-2 设 G 是一个群，况 “ = 1， 2, …， 《)是0的》个正 
规子群且适合下列条件： 

( 1 ) G = N 1 N i - N , ; 

(2) Ni fl = { e } 对一切 f = 1，2,…，”成 

立； 

则称 G 是= 1, 2, …， 《) 的内直积。 

读者自然关心两种直积之间的关系。事实上它们在同构的意义 
下是一致的，这点我们将在下面看到。 
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定理 9-1 设 MG = 1，2,…， 《) 是群 G 的正规子群，则 G 是 
^0 = 1, 2, «) 的内直积的充要条件是 ： 

⑴ G = N'NfN., 

(2) G 中元素用 JV, 中元的乘积表示唯一，即若 

g = gigz'-'g. = … h, ， g it kt N i； 

则必有沁 =*,.(*• = 1， 2， …， n)。 

II明设 G 是况“ =1，2,…， 《) 的内直积，我们只需证明 
(2) 成立。首先我们注意到这样一个事实 :若沁 e 况，幻 e A 0, , 參 
i， 则幻 sv = gig “ 事实上， 

M 门沁 e 况门 NfNwNM … N„ = {e} , 

即 N, n Nj = e, gigjgr ' gj 1 = (. gigjgr ^ gj ' e N ; (因为 Nj<\ 
G)。 同理沿 = gXgjgT'gJ^ 6 N if 故 g^grigT 1 = e，&gj 
= gjgi . 现设 

g — 震1容2… f = fhkfh ； gi，hi € N ,、 

则 

K l g\ = hi^h.g-'g-^i-'gi' 

— As … A—iW-OgiT-S."。 -1 
= h i —h,^ l g-2 1 (.h n g- l ')—gi' 

=(* 違 gKAj^T 1 〉 … (K) € •NjAV-.N*， 

因此 Ari e n n 2 n 3 - n . = { e }, 即 & = 心 0 消去幻 ，&得 
8 t '" g . = AyA,。 再用同样方法可得 gi = h z , •••, g , = h ,, 

反过来，若 (1)、C2) 成立，要证 M 门 N r ..N 一 'N i+l ."N.= U} 
对 *• = l, 2 ,…，”成立。令 j ： e n ，则 




由表示唯一性即得震,. = e , x = e , 证毕。 

推论 9-1 况， G 同定理9-1，则 G 是1, 2,…，《 ) 的内 
直积的充要条 件是： 

(1) G = ATH 

(2) 若发 必… g •- = e, gv e 况.，则丨= e(«. = 1，2,…，/0。 
证明我们只要证明由推论的 （2) 可推出定理 9-1 中的 （2) 即 

可。 首先注意到若 J €• N t C \ Nj , (i 尹_/)，则 x = z. = Xj , x f 6 K , 
Xi 6 于是 az ；" 1 = «，工, =e，z,. = e ，即 M fl \ 再由 M 
的正规性，同上可证若 y €■ M， ％ 6 / ))， 则 n 二 ;y>：y, ■。又 

设容 i 君 2 … g" = hjii … h ，， gi , Ni , 则由于夕, .y) = >v_y ，对 一切: y,+ € 

N „ : y,.€ W, 心关乃均成立，因此 可得： 

g\fii l g t k^'-g n k~' — (g,g 2 '''gj (.h^^h ,)- 1 — e, 

于是 gA rl = « ，发 ,.= fh 。 证毕 。 

定理 9-2 设 G 是一群且 G 是它的正规子群 1, 2, •■+， 
«) 的内直积，又 T = M X X… XW, 是 M(/ = 1，2,…，”）的 
外直积，则 G 与了同构。 

证明作 — G 的 映射： 

•pig, , g：< …， gJ — gigi—g,, g> 6 N,, 


显然 ？> 是映上的，又 


犮2，…， ^.)(*1 ， ―, / i n )) 

= f^g\h x , g z h t , •••, g n h„) 

— gifh • . g,h, 

= gig 2 … 

因此 f > 是群 同态。 又若 < f < g \< «- 2 > ••*» 客,） = e ，即 gigz — g , = e ，即 
得必一 G 因此 ¥= 是单同态。这证明了 9=是同构。证毕 3 

由于上述同构，有时我们不区分外直积与内直积，统称为群的直 
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积，读者以后还会看到，构造直积的方法不仅对群，而且对环等其他 
代数体系都有普遍意义。 

注* 若 G 是况 (/= 1, 2,…， 《) 的内直积，有时为了方便， 
也写为 G = N , XN,X - X N mo 又加法群的直积称直和，用 ㊉ 表 
示，这时芎写为 G = % ㊉ 仏 ㊉…㊉ 

例1设 G 是舛阶循环群且 9 为互素的正整数，则分 
解为 f 阶循环子群与9阶循环子群的直积。 

证明设 G =< a >, 因为 f , 9互素，故存在整数 

s ， £使扣+ gf = 1，于是 

a — a M - a .^ ~ <. a p y • ( a 5 )*. 

若令 G , =< 〆 >， G 2 =<d >,则上式表明 G = G , G 2 „ 又若 : r € 
G , n G 2 ，则 oU ) 整除 | G , D G 2 |, 从而 o ( x )\ p , o ( x ) lg B 但 
(户， 9) =1，故 oCr > = 1, •：*: = «, 于是 G = G , X G 2 , 又显然 〆 的周 
期为9, f 的周期为 f , 于是得结论。证毕. 

例2设 0 = (^ XG 2 X XG „, G ; 的中心为 C ,, 则 G 的中心 
C = C ] X C 2 X ... X C , = {( c _ , ,…， c „) 丨 c .,. e c ,.} 。 

证明若 ( C , ， C 2 , ...， C ，） 中 C ; 6 C ,' (: _ = 1，…，”），显然 ((.,， C .2, 
•■■， C ,) 与任一（幻，&，…， g H ) e G 交换^另一方而，若 

(^!» c z ,…， c ,)( g -,, g 2 , …, g ») 

= Cgi , g 2 , g „)( Ci ， c 2 , c ,), 

则 q , = gvc ,(/= 1, 2, …， 《)„ 若上式对一切 G 中元成立，则 c ,.e 
。证毕。 

例 3若4阶群 G 不是循环群，则 G 同构于两个2阶循环群的 
直积。 

证明由 Lagrange 定理知 (； 的任一非么元的周期可整除 L 若 
某一元 a 的周期为4,则 G - < a > 是循环群-因此 G 的非么元周期 
t 为2,故为 Abel 群。设 a 关则<^>是0的2阶子群》又设 
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ie < a > ，则 <*> 也是 G 的 2 阶子群，显然 < a > D <6>=«, 
G =< fl ><6> SG 的直积分解。若把 G 写成加法群且因2阶循 
环群都同构于，则 G 室 ㊉ Z 2 。 这一事实表明4阶群只有 两种： 
乙 (4 阶循环群)及 Z 2 ® Z 2 ，它们都是交换群.证毕。 

例4 设 G 是加法群 S ,, 5 2 是（；的子群且 G = 4 ㊉ S , 二 
4 ㊉ A 。 举例说明氏不必等于 S 2 。 但若界，则 S , = S ao 

解例子如下 ： G = Z 2 ㊉ Z s , 即 G = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), 

(1, 1 )}。令 

A = {(0, 0), (1, 0)}; B, = { C 0, 0), (0, 1)}; 

B t = <( 0 , 0 ), ( 1 , 1 )>, 

则 G = 4 ㊉ S , = ，但 S , ^ S 2 , 

若 G =4 ㊉ S , = 4 ㊉ 5 2 且5,££ 2 ,取5 2 中任一元《，则《 = 
a + v , 其中 a 属于 /4 ，k 是 S , 中的元。因为5 | ££ 2 ，故3 = « —》 
属于4 D S : = 0,即 a = 0。由此知 u = v t 属于 S , ，即有 S ! = S :。 

习 题 

1. 设 S 是群，证明，4 X S 给 s X 4。 

2. 若 G ,， G 2 , G 3 是群，证明： 

( G , X G 2 ) X G S ^ G , X ( G 2 X G 3 ) ^ G , X G X G 3 。 

3. 若0 = 0, XG 2 是内直积， 求证： G / G , 笤 G 2 , G / G 8 2 G la 

4. 举例说明*若(；= 0 1 0 2 0 3 ,其中 G ,.(£ = 1，2, 3) 是 G 的正规 
子群且 G (1 G , - 关 ））， 但 G 可能不是 G „ G 2 , G s 的直积。 

5. 设 G 是一群， M(i = l , 2,…，”）是 G 的正规子群且尺，门 
N , (1 -门凡= {«} ，令祝= G / N ir 证明 t G 同构于味 X 仏 X … 
XH . 的一个子群。 

6. 证明阶群只有两种•与 Z , ㊉ 心。这里/ > 是 素数。 
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7. 设 G = ㊉ Z ,， 夕是素 数。 问 , G 自同构群 AutG 的阶等于 

多少？ 

8. 设 G 是一个有限群，= 1,2,...， n ) 是 G 的正规子群， 

且(；= AT 具… 凡。又 | G 卜 I 叫 || W 2 |...| W 」， 证明: G 是 N,(i = 
1. 2, «) 的直积。 

9. 设 = 1，2, ••., ”）是 G 的正规子群且 G = 

又对任意的 * ‘， 

M 门 …= {«} (*• = 1, 2，…，”）， 

则 G 是1, 2,…， 《) 的直积。 

10. 若 G 是有限群且每个元的周期不超过2,则 G 是 Abel 群且 
同构于有限个2阶循环群之直积。 

11. 证明: 交换群的直积仍是交换群。 

12. 举例说 明：若 尺是 G 的交换子群且 H 是 G 的正规子 

群，又有 G = H 尺及// D 但 G 不是//与尺的直积 c 

13. 证明 : Z 8 不芎能表示为两个子群的直积， 

14. 设是一族群，作 G = XG , 是 G . 的积集合, G 的元素 
记为 ( g . h , 定义 G 中乘法， 

豸 .A = ( gji .),, g , h & G , 

证明: G 是一个群(称为 { G ,} 的外直积）。 

§ 2.10 有限生成 Abel 群 

有限生成 Abel 群是比循环群复杂一些的群^我们将用上一节直 
积分解的方法证明有限生成 Abel 群可分解成为有限个循环群的直 
积.由此可找出所有有限 Abel 群的同构类。 

定理 1( M (有限生成 Abel 群基本定理）设 G 是一个有限生成 
加法群，则 G 可以分解成有限个循环群 C 力_ = 1，2, -, k ) 的 直和： 
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0 = (^ ㊉ …㊉ (1) 

其中或是所有的 C, 皆为无限循环群,或是存在某个 j+ < A 使得 Q , 
Cj, — , Cj 为阶分别等于 ffi, ，…， ％的有限循钵群，且 mi 
1叫叫,其余的£：,_ +1 , …， C* 为无限循环群。 

证明设 G^r 由々个元生成且 a 是生成元个数中的最小者，即 
G 中少于 A 个元素生成的子群必是 G 的真 子群。 我们对 A 使用归纳 
法。 A = 1时结论显然成立，现假设结论对由* _ 1个元生成的 Abel 
群均成立。 

首先考虑第一种情况.这时 G 有一组生成元 a 2 ，…，山},且 
具有下列性质，对整数^ ，心 ，…， m 方程 

^, a , + 文 2 <^ + …+ x t a , = 0 

成立的充要条件是 x, = _r s =…= a = 0。这一性质表明对 G 中任 
一元 g , 下列 g 的表示式是唯一的 | 

g = x l a ) + jr 2 «j| + ••• + x t a t , 

事实上，若 

g — 3 ： 1«1 + x z a z + ••• + x k a k = > 1^1 + y t a z + ••• + y t a t , 

则 

( x , — 3 >|)< 2 | + (^ 2 — y 2 ) a 2 + ••• + ( x t — 3 >*) a * = 0， 

于是； — = 0, x 2 — = 0, ...，—_>* = 0,即 X / = >,(« = !♦ 

2,…，4)。由§ 2. 9中的定理 9-1 知 

G = C _ ㊉ C 2 © … ㊉ C ,， 

其中 G =< a ‘ >。 由于对非零的 m , ma , ^ 0, < a ,- >是无限循环 
群，因此 G 是有限个无限循环群的直和。 

再来考虑第二种情况。即 G 的任一生成元集 { a ,, a 2 , ■••，《」* 
再具有上述性质，即存在不全为零的不使 xp , +…+ = 0 B 由 
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f = 0 与— = 0 等价，我们假设至少有一个 

A > 0,考虑所有 G 的由4个元组成的生成元集 U&, 七， ■■., a,)}, 
令X为所有使 

•r】a, + x 2 at + ― + x t a t = 0 (至少有一个 x, > 0 ) 

对某一生成元组 Ui， <2 2 , …， a*) 成立的整数组 ( a , >r 2 , …，办)组成 
的集合，设叫是■中出现在各组分量上的最小正整数，不失一般 
性，可设出现在某组数的第一个分量上，即 

+ …+ x t a t — 0 , ( 2 ) 

对 z,(: = 2,…， *) 我们有， 

•T; = + r, ，0 < r,- < m, , 

于是(2> 式变成 

m : b , 4 - r 2 a 2 + …+ r t a t = 0, 

这里 4i = a Y + q 2 a t + ― 4 -沿 若 h = 0, 则 q = — 仍“：一… 
- 这表明 A 可由心，•..，如生成，因而 .G ■可由 k — \个元素 
«!，•••，& 生成，与假定矛盾，故# 0 。 又 a, = ~ — 七 a 2 — … 
-3 必，因此 A ，山，…，可生成 G , 于是由叫的最小性假设得 

到 r 8 -- - =0,从而 m'bi = 0,令0\ =<i, >,再由 w, 的最 

小性 可知匕 的周期等于叫，即 |C, 丨 =m,。 

设&是由…， a*} 生成的 G 的子群，我们要证明 G = C,@ 
G,. 设有某个整数 a ， 使461 € G 1 ， 且 Ogxi <»!,，则 xA = x 2 a 2 + 
”• + x t a t , 其中工； € Z(i_ =• 2 ， ... ，是）， 于是 ZjA) — — ••• 

再由 m, 的最小性可知必须有& = 0,这就证明了 C, 

G, 是一个由 A — 1个元生成的群„若 G, 可由少于 A — 1个元生 
成，则 G = C, ㊉ G, 可由少于 A 个的元生成，引出矛盾，故 G, 生成元 
«最少个数等于 A _ 1。由归纳假设 G, 可分解为循环群之 直和： 
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G = c 2 ㊉ … ㊉ c *， 


其中 c 2 ，…， c * 或为无限循环群，或者 c 2 ，…， C , 为阶分别等于 
m t , •••, m , 的循环群， C J+1 , ―, C * 为无限循环群且… 

令 C ,. =< 6, >, I = 2, k , 则冰, bi , …， &} 是 G 的生成元集， 
且 

+ m 2 b 2 + 0 • + …+ 0 • 心= 0, 

再用叫的最小性，类似上面可 证明叫 卜 2 ，这就 完成了 定理的证明。 
证毕。 

定理 10-1 告诉我们，一个有限生成 Abel 群可以分解成有限个 
循环群的直和，其中一部分可能是无限循环群，另一部分是有限循环 
群(也可能只有二者之 一 h 现在我们要解决这样的问题 :对任 意一个 
有限生成 Abel 群，上述分解是否唯一?更精确地说，被分解的无限循 
环群的个数是否相等？有限循环群的个数及阶是否相同？我们现在 
来解决这个问题。 

引理 10-1 设 S 是两个同构的 Abel 群（运算为加法）且 
A = H ㊉ < a>，B = 尺 ㊉ <6>，其中<^>及<6>均为无限循 
环群，则//笤 

证明设 A — B 的同构映射为/,记 /( H ) = H , , /(«) = 〜， 
则 S = ㊉ < a , >,只需证明 N ,^ K 即可，因此不失一般性，可 
设 W ㊉ <<2>=尺 ㊉ <6>，要证 

因为 S 是加法群，故 + {A + *| Aew ， AeX } 是 S 的 
子群，且由第二同构定理.有 

K/K n H^.K + HIHS 攀给 < a >。 


注意到 < a > 是循环群，故 KAKflH 或为单个元素组成的平凡群, 
或者是无限循环群.同理 H / K 0 H 或是平凡群或是无限循环群 。我 
们分两种情形来 讨论： 

(1) 若尺 / ZChH 及 W / HD / C 皆为平凡群，则 K-X n W = 


78 



H , 引理得 证„ 

(2) 若尺 / AT 1 W 是无限循环群，则存在 《 € 使 

K/K n // — <C u >, 

此时可证 (尺 nw) a 首先取 ： ce<«>n ( Kpi //), 

则 x = mueKr \ H t mu ^ O , 但反的周期无限，故 m = 0,因此 
< 14 >门（/?门《) = {0},又设 3 '6尺，则5 : €尺/尺门//=<3>， 
可设 ^ = mu, 故存在€尺 f| 使 x = mu + V ， 因此尺= 
<« >+ck n h )， 这就证明了 k = < u >©(/： n 这样， 

B =尺 ㊉ <6>= (尺门 H ) @< «>©<*>= a >, 

即有 


B/K >®< 6 >2 H/K fl W ®< a > a 

若 h/k n w = ( oi , 则这是不可能的 a 
事实上，这时将有 a = ma , b = na , 因此 na = 6< « >D 

<6> = 0,但《与 6 周期都是无限的，引出矛盾。因此 //// CD // 不 
可能是平凡群，因而只能也是无限循环群。于是可设///尺 n « = 
< w >' 同前面一样可得： 

// =< w >@ (尺门 H ). 

作尺― W 的映射 ： mu y -^ mw + y ， 其中尺门只，则不难 
验证这是个同构映射，即 K ^ H , 证毕。 

定理 10- 2设 G 是一个有限生成 Abel 群，且 G 有两个分解： 

G = G ㊉ … ㊉ C r ㊉ C + l ㊉ …@ C ! 

= A ㊉ … ㊉ D , @ D , + l ㊉ ■ •• ㊉ D , , 

其中 C \ , ， CV 是有限循环群， d = = 1 , , r > 且 

milmj | ••• |? n r , C r+ i , •••, C k 是无限循环群，又仏， ••• ， Z ), 是有限循 
环群， 1A1 = »,(«' = 1, …， f ), 且 ”, |« 2 i... |«,， D,. M ，…， D , 是无限 
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循环群，则 r = t, k = s, rii = m,(t = 1， …， r )。 

证明 由引理 10*1 知 G 的两种分解中无限循环群的个数必须 
相等，且 

㊉ … ㊉ C r ^ D , ㊉ … ㊉ A 。 （3) 

注意到上式左边周期最大的元素为 C 的生成元，其周期等于7^,右 
边元的最大周期为 n ,, 故 m r = 在 (3) 式两边同乘以叫_,,则由于 
m i \m r _ l {i = 1, •••, r — 1), (3) 式的左边只剩下了 。而 

|£>,| = | C ,| ，即;= n ,， 故 | wi r _ iC r | = | wt r - iAI » 因此 (3) 式右边 
诸 A 满足 = 0(/ = 1，―, f — 1), 特别有 » t r _ iA-i = 0,这 
表明 »,_,| m r _ i 0 对称地有 m,_ x I ",-,，故 » i„i = ”卜_。不断重复上述 
论证便可得 r = ;，«, = «,(« = 1, ..•， r )。 证毕。 

定义 10-1 设 G 是有限生成 Abel 群，若 G 可以有如定理 10-1 
之分解，则称无限循环群的个数*一）为 G 的秩，称^,，，…，％ 
(适合 | m 2 | … | m ,0 为 G 的不变因子组 D 

由定理 10-2 知道 G 的秩及不变因子组不随分解式的不同而改 
变，因此它是 G 的不变量。反之，显然给定秩数及数»%，…， 
my 且叫 | m 2 卜‘ | m ,， 则唯一确定了一个有限生成 Abel 群。 

定义 10-2 若 G 是有限生成 Abel 群，且 G ' 可以分解成无限循 
环群的直和，则称 G 是有限生成的自由 Abd 群。 

定理 10~3任一有限生成 Abel 群都是某个有限生成自由 Abel 
群的同态像。 

证明 显然任一循环群都是某个无限循环群的同态像。若 
Q ㊉ … ㊉ C * 是一个有限生成 Abel 群且每个 C ; 为循环群,则存在 
的同态/ ; 使 C , = Im /,., 这里厂是无限循环群•■作厂 ㊉ … 
© F * G @… ㊉ C 4 的映射/: 

/( x ,, ―, x t ) = / 〆 々）+ …+/»(:*)， 

则不难验证/是一个群同态且 Im / = G a 证毕。 

80 



下面我们来更仔细地研究有限 Abel 群的结构。 

引理 10-2 设 G 是有限 Abel 群且 | G | 妗…焯，其中 A 
是互不相同的素数 ，&是 自然数，则 

… ㊉ /%， 

其中 P , ■是 G 的 丸 - Sylow 子群，|尸,丨1, r) B 

证明因为 


尸，门（尸！+/% + -+&)= {0}, 
尸 2 0 (尸 s +…+厂）= {0}, 


故 P , +尽+… + P , 为直和。又由于 | G1 = |尸 1 丨|/^〜1?丄故 
G =厂 ㊉ 尸 8 ㊉ … ㊉ P r 。 

证毕 。 

设《是一个自然数，称数组（^， e 2 ，…， &)是《的分划，若 
1 < f _ < …< e » 且 e , + e 2 + ... + e ! = n 。 

引理 10-3 设/ ^ 是一个素数, e 是一个自然数，则在阶为/的 
Abel 群同构类集与 e 的分划集之间存在一个一一对应，因此互不同 
构的阶为，的 Abel 群共有个，这里 PCe ) 表示 e 的所有可能的 
分划数 B 

证明若 G 是一个 〆 阶 Abel 群，则由定理 10-1 知道6’可分解 
办 c , © C 2 ㊉…㊉ Cs 且 | C ;| = 〆‘， Q <« 2 < … S e - = e, 
且从定理 10-2 知道同构的，阶 Abel 群均可得到 e 的相同的分划 
( e lf e zt — , e t ) 。反过来给定 e 的一个分:， e 2 , …， 6*)，群2 〆 ，© 
Zp © … ㊉ 就是一个，阶 Abel 群。证毕„ 

定理 10-4 设》= … 〆 ■•，其中 A . 是互不 相同的素数，/+ 

是自然数，则互不同构的《阶 Abel 群的个数等于 Pif ^ PU ,) 
••.. PCD ， 其中 P (/,) 表示夂的分划数（:‘ =1，2, - , r) B 
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证明 由引理 10-2 可知任一 n 阶 Abel 群 G 均可分解为 

其中朽为 G 的 A - Sylow 子群， | P ,| = 而由引理 10-3, 阶为 〆 
的 Abel 群同构类数等于 P (/,), 由此即得结论。证毕， 

读者可能已经发现，通过引理 10-2 及引理 10-3 所做的分解与 
定理 10-1 中所做的分解不一样.以12阶群为例，12 = 2 2 _ 3,因此 
由引理 10-2 得到的分解有两种同 构类： 

之 2㊉ Z 2 ㊉ Z 3 ， Z 4 © Z 3 。 

但是2不能整除3, 4不能整除3,然而 皆厶， 乙 ㊉ 
(见 S 2. 9中的例1)，因此上述两类又可写为 
㊉ Z 6 ，2^， 

这就是定理 10-1 中所要求的分解。 

一般来说，设《 片… 〆I 1 ， /*, 是不同的素数且 e ;> l , 又不妨 

假定九</* 2 <〜<内，设 A 的分划为 

〜…~ (J. = 1 ， 2,… ，是）， 

则称 



奸， .. 

. ， 》■ ， 


P ?', 

p ' p , - 


(4) 

吩， 

p \ n , •• 

. ， p ’ t't 



是《的一个初等因子组，显然 n 共有个初等因子 
组。又若《 = … m , 且 》 i _ 丨叫丨… \ m ,, 则称(》?〗， w 2 ， …，》»,)是《 

的一个不变因子组。我们现在来证明在《的初等因子组与不变因子 
组之间存在一 个-- 一对应^ ' 

若给定《的一个初等因子组如 C 4) 式所示，取 (4) 式中每一行的 
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最后一个数作乘积得到《。再取每一行的最后第二个数作积得到 
mU 如这一行已被取尽就不必再取），于是< |«^再取每一行的最 
后结三个数作 如此下去便可得到一列数，…， m \, 令 
m i 即得 n 的一个不变因子组。反过来若 m lt »1 2 ,…，是 n 

的一个不变因子组，作％的素因子 分解： 

«, = / • HI 2 ,. …沖,. （》• = 1，2, …， O , 

其中 A 为互不相同的素数，&会0 (这里为了叙述方便，我们允许 
- =0 )„ 由于，必有将所有 wi,(« — 1,…， i) 的 
素因子按列排列，去掉那些〜= 0的项就得到如 (4) 式所示的《的一 
个初等因子组.读者不难看出我们得到了《的初等因子组与不变因 
子组之间的一个 一一 对应。 

至此我们看到一个有限 Abel 群可以有两种 分解: 初等因子分解 
与不变因子分解且它们是等价的。 

例1试求16阶 Abel 群的同构类。 

解 16 = 2*, 因此共有_?(4) = 5个同构类： 

㊉㊉㊉ 1 
Z 2 ㊉ ㊉ Z 4 ; 

乙 ㊉乙； 

乙 ㊉ 乙 t 
Z | S 。 ' 


上述分类既是初等因子分类又是不变因子分类。 

例 2 试求 36 阶 Abel 群的同构类。 

解 36 = 2 2 . 3S 故共有尸 (2)_P(2) = 4 个同构类: 

Z 2 ㊉ Z 2 ㊉ 乙 ㊉ 乙 2 Z 6 ㊉ &, 

Z 2 ㊉ ㊉ 

Z 4 ㊉ Z , 这 

㊉ 厶这 z 3 ®z l2 。 
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上面左方是初等因子分解，右方是不变因子分解。 

例3下列 Abel 群不能够再作直和 分解： 

(1) 整数加群心 

(2) 素数幂阶循环群 

证明 （1) 据 §2.5 知, Z 的非零子群具有《2的形状。现设 
nZ , 讲 Z 是 Z 的两个非零子群，则也是 Z 的非零子群且 nmZ 
属于 n 因此 z 的任意两个非零子群之交仍非零， z 不可能 
有直和分解= 

(2) 由 §2.5 习题3知，的子群成一全序集，即互相包含。因 
此任意两个非零子群之交仍然非零，也不可能有直和分解。证毕。 


习 题 

1. 试求24阶 Abel 群的同构类。 

2. 试求72阶 Abel 群的同构类并用两种不同的方式表示。 

3. 若 | G | = 35,证明, G 必是循环群。 

4. 证明: 若有限 Abel 群的阶不能被一大于1的平方数整除，则 
这个群必是循环群。 

5. 设 G ’=< a > X <*>， fl ( a ) = 8, o (6) = 4,令 c = 

3 = <^，证明：0=<0乂<^>。 

6. 证明:对于有限 Abel 群 G ， Lagrange 定理之逆成立，即若走 
是 | G | 的因子，则 G 必有^个*阶子群 B 

7. 证明:在有限 Abel 群中,元素的最大周期等于不变因子中的 
最大值且该群中任一元素的周期都是最大周期的 因子。 

8. 求证： 

9. 试求： AutZ l2 。 

10. 设 G 是一个 Abel 群, G 中周期有限的元素称为挠元素，周 
期无限的元素称为无挠元素。 证明: G 中挠元素全体组成 G 的一个 
子群且 G 关于这个子群的商群必是无挠 Abel 群(注: G 的挠元素组 
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成的子群称为 C ； 的挠子群)。 

§2.11 正规群列与可解群 

定义 11-1 设群 G 有下列子群 序列： 

W = GdGdGd … <]G …= G, ( 1 ) 

其中 G 是的正规子群。称上述群列为 G 的一个正规群列。商群 
GJG „ GJG lt G,/G,_, 称为该正规群列的商因子。 

注 由于正规子群没有传递性， G ; 未必是 G 的正规子群 = 
1, r-2), 即我们只要求 G, ■是 G, +1 的正规子群而并不要求 G,. 

是 G ;+2 的正规子群，更不要求所有的 G; 是 G 的正规子群。 

我们称 G 的一个正规子群//是极大正规子群，如果不存在 G 
的包含 W 又不等于//的真正规子群。换句话说，若 HGK ， K<|G 
且 A ： 乒则 K = & 若 H 是 G 的极大正规子群，则 G / H 必是单 
群,事实上，设7是 G — G / H 的自然同态，若 G / W 不是单群,则有一 
个非平凡的正规子群于是7— 1 (尺)是 G 的包含//的正规子群（见 
备之-在的对应定理八且？- 1 “）：^//， r '( A -) # G , 这与 H 是极大 
正规子群矛盾。反过来也不难看出如果 G 关于它的正规子群 H 的商 
群 G / H 是单群，则//必是 G 的极大正规子群。 

定义 11-2 设 G 有一个正规群列， 

{ e ) = = G , 

其中 G •是 G; + , 的极大正规子群 （i = 0. 1,…， r 一 1 ) ,或者等价地 
说该群列的商因子 G/G。， GJG x , G,/G,-, 都是单群，则称这个 
群列为 G 的一个合成群列。 

显然任一有限群 G 总有合成群列，但是需要注意的是合成群列 
并不唯一。 

例1 G = Z 2 ㊉厶， G 有三个合成 群列： 
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{0}<] < (1, 0) > <\ G , 

{0}<] < (0, 1) > OG , 

<0><] < (1, 1) > <] G 。 

—个群虽然可以有不同的合成群列，但是这些不同的合成群列 
之间有一定的关系，这就是下列著名的 Jordan - Hblder 定理。 

定理 11- lCJordan-HoIder 定理） 设 G — 是一个有限群，下面两 
个群列都是 G 的合成 群列： 

… < G r = G , (2) 

W … = G , (3) 

则/ ■ = 且存在 (1，2, …， r ) 上的一个置换 fl ， 使 

证明对 G 的阶用数学归纳法。 | G | = 1时显然，设对阶小于 
| G | 的群结论成立。现设有 G 的两个合成群列如 (2) 式、 （3) 式所示。 
若根据归纳假设，由于 | G ,_,| < | G |, G r _, 的两个合 
成群列适合所需性质，故结论显然对 G 也成立。 

现设令 = , A 由第二同构定理，有 

(4) 

但是是真包含的 G 的正规子群，由/ V ,是 G 的极大 
正规子群知故(4>式左边为 G / H ,-, ，这是一个单群. 
由此知 G r _ JK 也是单群，即 K 是的极大正规子群，同理 / C 也 
是的极大正规子群。设 K 的合成群列为 

{e} = 尺2<]...<1尺„ =尺， 

我们又得到了 C ； 的两个合成群列： 

{ e } = • Kod 尺,<1 尺 2 <]… (5) 
- … ( 6 ) 
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比较 (2) 式、 （3) 式、 （5) 式、 （6) 式分别所示的四个群列，在 (2) 式与 (5) 
式中 G „, 因此由上面可知 (2) 式与 （5) 式的长度相等（即出 

现的正规子群数相等同理 (3) 式与(6>式的长度相等，又 （5) 式与 
(6) 式长度相等，故5 ^又存在一个置换使 （2) 式、 （5) 式所示的 
群列的商因子适合 

G ,/ G ,_, ^ = 1，2, …， r )。 

同样，存在一个置换 r 使 (6) 式、 （3) 式所示的群列的商因子适合 

而 

G / G ,., - Gd '/ G ,— ' 给 H,.JK - H 「 JK ， 
a /«-, = CJHr -, = G，_'m 给 G ~ X ! K , 


于是存在置换，使 


G./G,.., ^ (/ = 1, 2. ―, r), 

这就证明了结论。证毕。 

Jordan~H6lder 定理可以推广到无限群的情形,这时只需假定 G 
有一个合成群列即可，但证明略为复杂一些.读者可参阅 N . Jacob ¬ 
son 著的 《抽 象代数学》第一卷 (有中文译本 h 
定义 11-3 设群 G 有一个正规 群列： 

M = G 0 < G , 他 <]〜<] G r = G , 

其商因子 G ,= 1，2,…， r ) 皆为 Abel 群，则称 G 为可解群^ 
若 G 没有这样的正规群列，则称之为不可解群。 

有限 Abel 群当然是可解群^次对称群当4时均为可解群。 
事实上，只需证明&是可解群即可^对 S 3 , kK ] A 3 < j _ S 3 是一个 
正规群列且其商因子都是 Abel 群。&有下列正规 群列： { eXlK ^ A , 
，其中尺是 Klein 四元群，由于 |5 4 / A 4 | = 2, \ AJK \ = 3, 
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AA 4, 及 AJK 都是 Abel 群，于是 A 也是可解群。 

例2素数幂阶群必是可解群。 

证明 设 G 是，阶 （ n >l) 群，则 G 有非平凡中心 C。 若 C ， 
G, 令<：,=(：，0/<： 1 又是素数幂阶群。设 G/C, 的中心为 CVC,, 其中 
C 2 <]G。 若 G^C 2 ，则 G/C 2 又有非平凡中心 C 3 /C^ 如此不断做下 
去即得一正规群列： 


{eWCdCd — OC^G ， 

每个 Cm/G 都是 Abel 群，故 G 是可解群。证毕。 

设 G 是一群，我们用 G 记 G 的换位子子群 • 由 §2.3 知 G'<iG。 
现定义 G w = (G' ) f ,…， G«> = ，称 G ( » 为 G 的 * 次导群，我 

们有下列命题。 

命鼴 111 群 G 是可解群的充分必要条件是存在某个自然数 
使 d ⑷。 

证明 若&= 卜}，则我们有正规群列： 

{«} =G < »<]G ( *- l> <3-<IG , <]G, 

且每个 G“VG ( ' +1) 都是 Abel 群，故 G 为可解群。 

反之若 G 可解，我们有下列正规 群列： 

{«} = G 0 <G,<]G 2 <]*-<]G r = G, 

使 G/G,., 都是 Abel 群。由§ 2. 3中的例9知 G: E G,_ ( , 因此 
G' = G' ， d, Gi_, cG r _ 2 , 

不难推得 G w = {4。证毕^ 

定理 11-2 可解群的子群与同态像仍是可解群。若是群 G 的 
正規子群且X及 G / K 均是可解群，则 G 也是可解群。 

证明 设 G 是可解群且 // 是其子群，由可得 H (;> < 
G [i> , 因此若 G ⑴ 则 H ⑴= W, 由上述命题知 H 是可解群。 
又设/是群 G 到 K •上的同态，不难看出 Z(G') = /T, 因此 
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/( G <*>) 。但 G (*，= W ，故尺 t4> = >}, 即尺也是可解群。 

现设尺 <1 G ， K 及 G / K ■均为可解群。由上述命题可知存在《, «， 
分别使 iG / Ky ^=( e }, K ^= { e ), im . MG ^^ K , K w ={ e} a 
显然 G <" + ”= {eh G 是可解群。证毕。 

定理 11-3 当 ”35时, X 是不可解群。 

证明若5„是可解群，则它的子群 A ■也 应可解。但是当《>5 
时，凡是单群且 A , 不是 Abel 群，故 A 不是可解群，引出矛盾。证 
毕。 

可解群的名宇与一元次方程的可解性有关。我们将在 Galois 
理论中看到正因为《 > 5时又是不可解群，故而五次及五次以上的 
代数方程没有求根公式。 

利用 Jordan - H 6 lder 定理，我们还可导出有限群为可解群的判 
别定理。 

定理 11-4 设 G 是一个有限群，则 G 是可解群的充分必要条件 
是 G 有一个合成 群列： 

{ e ) = = G , 

其商因子 = 1， 2, …， r ) 皆为素数阶循环群。 

证明设 G 是可解群，则它的任意一个合成群列的商因子必是 
Abel 群且为单群，从而必是素数阶循环群=反过来若 G 有一个合成 
群列其商因子为素数阶循环群，则 G 显然是可解群。证毕。 

可解群有一个重要的子类，那就是所谓的幕零群。 

为了定义什么叫幂零群，我们首先定义一个群的》次中心=设6 
是一个群， C 是它的中心。令 C , 作 G / C , ，其中心可写为 G / C ,， 

C ,< C S <] G 且(： 2 唯一确定（由 §2.4 中的对应定理 h 又可作 G / C 2 
得 C 3 , C a OC 3 < jG , .. ■，定义 G 的 n 次中心为 C ,， CUGfC '—' 
的中心且于是我们得到一个 G 的正规群列 ■ 

{e} = 
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该群列称为 G 的上中心列。 

定义 11-4 若群 G ' 的《次中心 C „ = G , 则 G 称为幂零群。使 
C „ = G 的最小的《称为 G 的幂指数。 

显然任一有限 Abel 群都是幂零群，又显然幕零群都是可解群 B 
例3素数幂阶群都是幂零群， 

这从例2的证明中即可看出。 

下面我们证明一个幂零群的判定定理作为本节的结束^ 

定理 11 -S 群 G 是幂零群的充分必要条件是 G 有一个正规群 
列： 


ie } = G 0 <] G _<] G :<] … <| G , = G , 

使 G ,/ G ,._, SCCC / G ^,), (- - 1, 2, r , 其中 C ( G / G ,._,) 表示 
G / G ,-, 的中心，这里要求每个 

证明若 G 是幂零群且《是其幂零指数，则 


W (7) 

就是符合要求的正规群列=反过来若 G 有一个正规群列 C 7) 适合所 
述条件，则 GiGCCG ) = C ,„ 又 山 因此对任意的 
x 6 G 2 , >€ G , xyx -' y - 1 € QgaG ), 于是 不断重复上 

述论证得”.，0 = &2(：,，即（；=1^，0是赛零群 11 证毕„ 

习 题 

1. 证明 :一个 Abel 群有合成群列的充要条件为它是一个有限 
群。 

2. 设0是《 阶循环群，{0=(^<](；,<16 2 <^“<^ = <；是6'的 
—个合成群列，令 | G ,. | = M ;, 证明： A = w , 是素数， 

3. 写出 Hamilt on 四元数群的全部合成群列_> 

4. 写出 Z s 的全部合成群列。 
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5. 证明: S 3 , & 是可解群但不是幂零群。 

6. 证明:二面体群0„是可解群。 

7. 证 明：若 G 是幂零群，则 G 的任一子群及任一商群都是幂零 
群。 

8. 举例说明若 K 是 G 的正规子群， K 与 GAK 均是幂零群但 G 
不必是幂零群。 

9. 证明:两个幂零群的直积仍是幂零群。 

10. 设户， g 是不同的素数，证 明: 阶群必是可解群。 

* §2.12 低阶有限群 

在这一节里我们将对低阶有限群进行一些考察。对于 Abel 群，用 
§2.10 中的结果可以非常容易地求出某一阶 Abel 群的所有同构类，因 
此我们将把注意力放在非交换群上 a 由于1，2, 3, 5阶群都是循环群， 
4阶群必是交换群( 〆 阶群必交换，见§ 2. 7中的例 9：) , 因此我们从6 
阶群开始。我们将给出阶在15以下的所有非交换群的同构类。 

在具体讨论低阶群的同构类之前，我们先介绍一种群的抽象表 
示方法，称为生成元及定义关系。事实上我们已经遇到过这种表示方 
法，比如我们定义《阶二面体群 A ■为 

D . — {xVI / = 0, lj ; = 0, 1, —, n — I ； 

2 s y' ~ e, xy = ， 

也就是说 U 可由两个元素: r ，： y 生成 ，而: r , : y 适合关系式： 

X 2 = y = <•, X3" = 3" _I Z 。 

对于任意一个有限群，我们都可以找到有限个生成元以及有限 
个表示这些生成元之间关系的等式使这个群被这些生成元及关系式 
唯一确定下来。这种表示方式称为生成元及定义关系表示 D 显而易 
见，这种表示并不是唯一的。通常我们要求表示越简单越好，即尽可 


91 



能少的生成元及尽可能少的关系式。 

例 1设 H 是 Hamilton 四元数群，则 

H =<Ca ， b> ， a* = e ，= a % 9 b~ x ab = a 3 0 
事实上，利用上述关系式通过简单的运算即可知 W 有8个元： 

H — {e, a f a 2 i a 3 , b f 6 3 , ab 9 ab % ) ^ 

作 // 到 Hamilton 四元数群的映射 

a-> i, b 一 j ， 

即可验证 P 是群同构。验证的细节留给读者. 

例2 证明下列两个由生成元及定义关系定义的群代表了同一 
个群： 

G ― <Ca, bf c > f a 2 = c 3 = e 9 ab ba 9 ac cb, be = cab, 

H = < <2, c > f a 2 — c 3 = e , (沉 ) 3 = e 。 

证明 考虑 G 的子群 

(ac) 3 = a(ca)(ca)c = abcb~ l bcb~ l c = abc % b~ y c 
= ab{c~^b~ x c) = abab — 

另一方面，在 H 中令 6 = c _1 < jc ， 则 = 又由 ( ac ) 3 可得 
caca = a _1 c " 1 = 沉 - 、故 c~ l aca = cac~ l , 即 fez = cac ~\ 又从 
( ac ) 3 = e 得 Cca ) 3 — e^>cacac = a~ l = a^>acac = c ' x a =^ ac~ l a — 
cac => ac~ l ac = cac~ l ^ab = cac~ x ^ab — 6 a 0 "5 L be ^ c ~ l ac z = 
c ~ W 1 , cab • cac~^ac = c -1 ^ c < 2ac = c -1 ac 2 ― IP — cab 6 

由此即知结论成立。证毕。 

例 2 中定义的群实际上就是，事实上通过初等的计算可以证 
明 G 只含有如下 12 个元素： 

{e ， a, b，ab 这 ba ， c, c 2 f ac cb ， ac % ^ cbc 9 bc 9 
. be 2 « c z a 9 ca f c l b = cac} f 
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而先 可由 {(1， 2)(3, 4)，（1，2, 3)， （14)(23)} 生成。作映射灼 
a — (1，2)(3, 4), 6—(1, 4)(2, 3 ) ， c — (1，2, 3) , 

不难验证 P 可扩张为的同构。 

一般来说，要判断两个由生成元及定义关系给出的群是否相同 
往往不是容易的事。给出若干个生成元及一组关系式，要判断是否存 
在一个群适合这些关系也不是容易的事，这方面的问题涉及到自由 
群的理论，我们不打算在此作进一步的介绍。 

现在转回来研究低阶的非交换群的结构，我们从6开始。由于 
6 = 2 . 3,由§ 2. 8中的例4可知6阶非交换群最多只有一个。而& 
是6阶非交换群，因此6阶非交换群只有一个即7是素数，因此 
没有7 阶非交换群。对8阶群，我们已知有两个非交换群： D , 及 
Hamilton 四元数群。这两个群是互不同构的。事实上乃 4 只有一个4 
阶子群而 Hamilton 四元数群有三个4阶子群 „ 

定理 12-1 仅有两个8阶非交 换群: 二 面体群 A 及 Hamilton 
四元数群. 

证明设 G 为8阶群，因为 G 非交换，所以 G 没有8阶元，又 G 
中元也不可能都是2阶元 ( e 除外 : t ， 否则 G 也将是 Abel 群，因此 G 
必含有一个4阶元〜 < a > 是 G 的4阶子群。设6不属于<«>，则 
G =< a > U <«>6, 于是，这时有两种可能 = 
b ^ a \ 事实上若护= a 或6 2 = a 3 , 则 oG ) = 8,引出矛盾。因为 
<«>是4阶子群，故<^>是 G 的正规子群，从而 b'ab e < a> a 
注意到 oCb -' ab ) = o ( a ), 因此或者 b~'ab = a , 或者616 = a 3 。 但 
是 = a 将导致 = 6 a ， 此时若6 2 = a 2 , 从而 o (6) = 4,则 G 
将是 Abel 群。如护，则 G =< a ><6> 也成为 Abel 群。因 
此只有一种 可能： b -' ab 二 a 3 。 与= e 及= V 两种可能结合起 
来, G 必适合下列两组关系式之一 ： 

(1) a 4 = = e, b~ l ab = a 3 ; 

(2) a 4 =€■, b s = a 2 , 6-46 = a 3 。 


93 



注意到例1，（2)中定义的就是 Hamilton 四元数群。将(1>中第二个 
等式改为 d = = 显然它就是仏。证毕。 

因为9是素数3的平方，故9阶群必是交换群。注意到10 = 2 
• 5,它是 一个抑 型群。由§ 2. 8中的例4可知只有一种非交换群即 
£* 5 。11阶群是循环群。对12阶非交换群，我们已经知道的有两个: 

及4。事实上除此之外还有一个。 

定理 12-2 共有三个非交换12阶群的同构类。 

证明设 G 是12阶非交换群。我们先估计出 G 的 Sykm 子群 
数， 3- Sylow 子群可能有一个或四个， 2- Sylow 子群可能有一个或三 
个。若 G 有四个 3- Sylow 子群，则 G 有八个3阶元，这时 G ' 不可能有 
三个 2- Sylow 子群。又若 G 的 2- Sylow 子群及 3- Sylow 子群都只有 
—个，分别记为人 S , 则4 S = W，G 而 S 都是交换 

群，从而导致 G 也是交换群，总之, G 的 Sylow 子群的个数只可能有 
两种情形： 

(1) G 有一个 2- Sylow 子群，四个 3- Sylow 子群； 

(2) G 有三个 2- Sylow 子群，一个 3- Sylow 子群。 

先来讨论(1)。设 H 是 G 的唯一的 2- Sylow 子群，|//丨=4, K 
是 G 的某一个 3- Syl OW 子群，|尺| =3。注意4阶群只有两种:4阶 
循环群或 Klein 四元群。我们将分别予以讨论， 

若//是循环群，卜， a , V ,以，设尺= fc , 这时 
H 是 G 的正规子群（因为它是唯一的 2- Sylow 子群），因此 e 
化若 b^ab = a 则将导致 ab ^ ba . 而显然有 G = // K ，这样 G 将是 
交換群。若 6' W = fl 2 , 则 ( b ~' ab) z = a * = 但是 b^ab 与 a 应有 
相同的周期，又产生了矛盾„最后若 f W = V 二 cT 1 ， 则 d = & ' 
{abY — ba~ l • ab = b z , ( a 6 ) J = “6 •办 2 = u 。又 ( ab ) 3 = t^ab — 
^ ba -' 这样将导致 a = a ', a 是周期为 2 的宂，又是 

—个矛盾。这说明 H 决不可能是循环群， 

现设 // = {<•， a , 6， a 6} ，其中 a 2 = V = <>， a 6 = 尺={<■， 
^ c 2 }， 如上 ，G = HK . G 可由 A , c 三个元生成。又 U <] G , 故 
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则 cb^ bc f G 将是交换群。若 c - 咖 = 则 c-^abc = \又由 
c~ l bc —ab 得 6 = ca6c’ _1 ， 即 c~ x abc = cahc — 。 利用 ac = ca 消去 a 得 
c~ x bc = cbc ’ 、 ，或 〆 6 « bc z 9 即有 c~ l b = bc ~ x 、故 be = cb ， G 又将成 
交换群。由此可见厂 1 a = a 不可能，于是剩下两种可 能性： d 由 
6 或 c ' x ac = ab v 

设 = 6， BP 如 = c *。 此时若 c ^dc = a 则 a = ebe — 、技 
c—'bc = cbc~\ 又将得到 cb = ba = ab, 导致 6 - c 引出矛盾，故 
c^bc 篇 ab 、 即 & = cab g 这时 G 需要满足的关系式为 

ac = cb t ab = ba 9 be = cab ， a 2 ^ b z = c 3 = e 9 ( 1 ) 

由例 2 知 G 同构于 

又若 c _1 ac = a6, 令 6, = 则 6? = e ， 吨 = b'a 。 这时用与上 
面完全相同的论证得知 G 必须适合下列关系； 

ac — cb, , ab x ~ b x a, b,c = caA, , a z = b\ — c l = e, (2) 
这与 a) 式代表了同一个群。 

再来讨论 (2)。 设其中一个 2-Sylow 子群为//，唯一的 2-Sylow 
子群为 K。 《也可能有两种情况:或是循环群或是 Klein 四元群，我 
们分开讨论. 

设只= a , « 3 }是循环群， A ： = 6, V )，这时也有 

G = HK q 由于 K 是正规子群， a -加 e K , 若 a ~ l ba 二 b , 则将有 
ab = ba , G 是交换群，故只可能 a ' 或如=以、这时不难算 

出 

G ^ { e f by b z , a 9 ab 9 ab z % a z , a 2 b y a 2 b 2 y a s b y a 3 4 2 }, 

不难验证 g 是一个群。用生成元及定义关系来表 示是： 

G =< a , b> t a 4 — = <?, ba — ab z „ 

最后设 H = {〜 a 9 by ab) ， < 2 2 = 6 2 = = 6a ， 是 Klein 四 
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元群 ， K = { e , c , c 2 }„ 若 da = c ，则 ac = ca 。 此时若 = c , 
即 A = G 将是交换群,因此只可能 b-'cb = c 2 或 d =如、注意到 
ac =ca 且 oOa ) = 2, o ( c ) = 3,故 o ( ac > = 6 •令 : y = ac ， 则由 = 
be 2 — be - 1 得到 ic = c ~' b , by = bac = bca = c~'ba — c^ab — y ~ x b a 
显然 G 可由: y 及 6 生成，因此 G 必须适合下列 条件： 

G =< b , y >, y f = b 1 = e , by = y ~ 1 b , (3) 

不难看出 G 同构于 Dh 

除了 a~ l ca = c 外还可能有 a~'ca = c z , 这时如果 6 _1 c 6 = c ，则 
将 6 与 a 对换就又可得到 （3) 式，若 b^cb = c 2 ， 则 abcab = c 。 令 d = 

用^代替( 3 )式推导过程中的《，又可得到相同的结果 >_ 无论哪神 
情形，我们都得到了 D 6 。 证毕。 

最后来考察14阶与15阶群 (13 阶群是循环 群〉， 由§ 2. 8中的 
例4知道这两种群都是 M 型群。由于3不能整除5_1=4,15阶 
群只有一种，即15阶循环群。14阶非交换群也只有一种，即 I ：面体 
群 A 。 

至此我们已找到了 15阶及15阶以下的所有群^我们不打算对 
髙于15阶的群作进一步的讨论。我们在下表中列出了所有30阶以 
下的非交换群供读者参考 ： 

n «6 Si 

n = 8 Di 

//( Hamilton 四元数群） 
n = 10 £>5 

n = 12 A 4 

d 9 

G =5 <C < i , 6 >♦ a * = b 3 = e f ba = ab 2 
« = 14 D 7 

n = 16 Z 2 X D, ( X 表示直积，下同） 

X H (// 为 Hamilton 四元数群） 
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， a l baba~ x b = b 2 = e 

=b z = ( a j)2 = g 

9 a z = e 9 a~ x ba = i 2 


Hamilton 四元数群） 


12 阶不同构于及 £) 6 的非交换 


e 9 aba = bab 



G =<a, b>, a 7 = b 1 — {abY 
n = 30 Z 3 X D 5 

z 5 x A 

A 5 

以上凡空缺的表示没有该阶的非交换群。 



第三章坏 论 

§3.1 基本概念 

§3.1.1 定义与例子 

环是又一种重要的代数体系。环中有着两种运算,加法与乘法。 
它可以看成是我们熟悉的整数、数域上多项式函数等代数系统的推 
广，环论在现代数学理论中起着重要的作用。 

定义 1-1 非空集合 K 称为是一个环，如果在尺上定义了两种 
运算: “+ u 与“ _ ”且适合下列条件： 

(1) 0；，+ )是一个加法群，其零元素记为 Oi 

(2) 对任意的 a , b,c e R , (.a • b ) • c = a ■ (.b > c ) (结合 

律)； 

(3) 对任意的 a, b，c 乏 R , 

(a + b ) * c ^ a*c + b * c % 

c * (a + b )— c*a + c*b (分 配律 ） ， 

对环的乘法 ，“. ’’通常省去，如“ 直接写为 

如果环 i ? 还适合下列条件，则称 r 是带恒等元的环： 

(4) 存在及中的元素 e, 使对任意的 a e R，ea = ae = a。 

环的恒等元通常写为 U 

例1整数全体 Z 在通常的数的加法与乘法下构成一个环，称 
为整数环。零元就是数0,恒等元就是数1。 

例2有理数全体 Q 在通常的数的加法与乘法下也成一环•实 
数全体 K 及复数全体 C 在通常的数的加法与乘法下也都成为环。 
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例 3 对模 n 的整数加法群2,，我们也可以定义它为一个环 。加 
法已有了，只需定义乘法如下 -~l = ki , 不难验证2,成为一环，称 
为模《的整数环。 

例4偶数全体在普通数的加法与乘法下也成为一个环。 

例5 Z 〔/ F 〕 = + m，e 在普通数的加法与 

乘法下也构成一个环。 

例6设 Kb ] 是实数域上的多项式全体，则 ADr ] 在多项式的 
加法与乘法下成为一个环。 

例7设尸是〔0, 1〕上连续函数全体，连续函数的和与积仍是 
连续函数。容易验证 r 在函数的加法与乘法下也成为一个环. 

例 8 Hamilton 四元数环 H: 设//是实数域 K 上的四维线 
性空间，// ={« 0 + a , i + a 2 j+ ai k \ ai ^ R},H 的加法就是线性空 
间的向量加法。现来定义 H 的乘 法:令 


— / = — — 1 1 ij = 一 ji = k 、 

jk = 一 kj = “ ki = 一 《• A = j ， 

再利用分配律扩张到整个 // 上， SP 

十 <2 〆 + + a 3 k )(^ 0 + b x i + b 2 j 4 - b % k ) 

=(«o^o — — aib 2 — a 3 b 3 ) + ( aob \ + d \ b ^ + a 2 6 5 一 a ^ b%)i 

+ (a 0 ^2 + a 3 6。+ a % b x — a x b z )j + (a 0 b s + a s d 0 + a'b 2 — a t b ^) k y 

不难验证 H 是一个环。 

例 9 设及本身是一个环，现来构造一个新的环 Af s (i?) 如下 .• 
称矩阵 

42 u a n ♦•- a ln ' 

a 打 ai % — a 扣 

••• ♦♦ % 

a, 、 a _ 2 … a^J 

(其中叫 6/0 为环 i? 上的 《 阶矩阵，令 Af n (/?) 是环及上的 《 阶矩阵 
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全体，如同在线性代数中一样定义两个矩阵的加法为 
( a ,>) + ( bn ) — ia it + b 0 ), 

定义两个矩阵的乘法为 


(«•,)〉， 

C ，7 — * 

4=1 

则成为一个环，称为环上的《阶矩阵环。如果 R 有恒等元， 
则矩阵 

fl 01 


10 li 

就是 M „< R ) 的恒等元,的零元就是零矩阵 B 

§3.1.2 环的一些简单性质 

由于 ( ft ,+ ) 是一个加法群，因此加法群的一些性质在环中是保 
持的= 

性质 1-1 对 a e 尺，总存在元素 (一 a ) 使得 fl 十（一 a 〉 = 0•如 
同加法群，我们约定, n 个相同的元素 a 相加就记为《<!，即+ 
a +…+ a ， 则 

n(a b~) = na -nb, 

(n + m)a = na + nta, 

(,nm")a — n(ma ), 

我们还有等式 _ (a + 6) =— a - 6= (_幻 + (- 6)。 

性质 1-2 下列等式 成立： 
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或 


+ …+ a„6, + a n b z + ― + a m b.. 


(S a ') ( = 

■=i i-i i . y=i 

利用分配律不难验证上述性质。 

性质 1-3 a • 0 = 0 * a = 0» 

这是因为 a …二^^十0> = a * 0 + a • 0»两边消去一个 a • 0 
得 a .0 = 0, 同样 0.0 = 0, 

性质 1-4 (— a)b ―― ( afc )„ 

这是因为0 • 6 = [a + (― a )] b = ab + (- a ) b , 但 0 • 6 = 0, 
因此 a)b =— (, ab ), — ( a 6) 就写为 一 a 6。 进而 (— a )(—6) = ab „ 

性质 1- S 如果必 =&, 则对任意的自然数《， <,abY = arb \ 

这可用归纳法验但是如果以关如，则上式不成立^这时只 
好一个个乘出来，如 ( ab ) 2 = a fta 6。 在沾=&时，二项式定理 成立： 

(a + by = a " + C \ a- X b 4- Ck *_ 少 + … + 6% 

其中 - 

S 3.1.3 环的各种类型 

1. 交换环 

设 ft 是一个环，如果对《中的任意两个元素 a , 6,它们的乘法 
可以交换即 ab = ba , 则称 i ? 是一个交换环。如例 1— 例 7 中都是交 
换环.若 K 不是一个交换环就称为非交换环，比如例8、例9中都是 
非交换环 （（9) 中设《>1)。 

2. 整环 
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如果一个环 及 中有两个元素都不等于零，即乒0, 6^0,但若 
fl 6=0, 则称 a 是6的左零因子4是 a 的右零因子，简称 a 或6是零 
因子.无零因子的环称为整环。整数环 z ， 多项 式环及 [>] 等都是整环 
的例子。但 [0, 1] 上连续函数全体构成的环 F 不是整环，不妨看这样 
两个函数： 


( o , 0<1<+， 

/( x ) = \ 

l x ~i- 

卜 + 音， 0< x <{, 

^ )= 1 ! 

[o, Y<X<1„ 

显然 /( I ) # 0, g ( x ) # 0, 但是 /( x ) _ g ( x ) = 0„ 

如果 ft 是一个整环，那么在 ft 中适合消去律，即若有以=此且 
a # 0,则必有6 = G 这个性质的证明是显然的。 

3. 除环 

现记 ft " = R \ 0 , 即将 ft 去掉元素0,又假定尺是带恒等元的 
环。设《 e «■ ,这时如果有 & e ft 使得沾=1,则称6是《的右逆 
元。又若有 e 使 <ra = 1,则称 <2是 C 的左逆元。一般来说有左逆元不 
一定等于有右 逆元- 但如果6既是 a 的左逆元，又是的右逆元，则 
称6是 a 的逆元，记为 b = a ~\ a 如果有逆元，用与群论中同样的方 
法可以证明逆元必唯一。有逆元存在的元素称为可逆元或称是环 ft 
中的一个单位.不难验证 K 中所有单位的全体在乘法下构成一个 
群=如果 ft — 中的任一元素都是可逆元，则称 ft 是一个除环 s 交换的 
除环称为域，非交换的除环有时亦称为斜域或体。在除环和域中可以 
进行四则运算:加、减、乘、除,当然除时除元不能为 ()>_ 有理数环、实 
数环与复数环都 是域。 因此常称之为有理数域、实数域与复数域^四 
元数环 H 是除环但不是域，因为它的乘法不可交换。为了证明 H 是 
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一个除环，我们只需对任意的 《。 + « 〆 + + a 3 k ^ O ，求出它的逆 
兀就可以了 6事实上，由于 fl 。， A ， A ， a 3 不全为0,因此 6 = + 

«! +a\ +4^0 。 不 維验证 y {a 0 — a,i — aj — a 3 k ) 就是+叩_ + 
a 2 j +a 3 是的逆元 - 

现在再来看一个只含有有限个元素的域的例子 ■■ 设/>是一个素 
数，我们要证明 z , 是一个域^设 le Z , 且1#0,不妨设1<灸< 
P 。 由于/>是一个素数, A 与/>总互素，即存在整数使 Awi + 
pt =1,于是 +〆 = T , 即 f 网= I ，也就是说 i 的逆元是砑，因 
此 Z , 是域。当《不是素 数时乙 肯定不是域，设《 = ，则年％ = 
« = 0,因此 z •含有零因子，故不是域，于是对剩余类环；来说，它 
是域的充分必要条件是《是一个素数。比如厶，这是一个 11 最小”的 
域，一共只有两个元素0,1,乙的加法与乘法可列表 如下： 

加法 


乘法 


习 题 

1. i ? 是一个环，证日月:对 fl ， 6 , c € R , 

(1) a (6 一 c) = ab — ac ； 

( 2 ) n(ab) = («a )6 = < 2 (^ 6 )» n 6 

2 . 证 明:任 意一个有限整环必是除环。 
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3. 证明:带恒等元整环中没有除 0 和 1 以外的幂等元，即适合 

4'. 证明：如果1 一 a 6 是环《的可逆元，则 \ — ba 也是可逆元。 

5. 设厂是 [0,1] 上连续函数环，证 明: / U ) 是厂的零因子的充 
分必要条件是 /( x ) = 0的点包含了 [0,1] 中的一个开区间,并试求 
厂中可逆元适合的条件。 

6. 设 a 是环 R (含恒等元)的一个元素且有右逆元，则下列命题 
等价： 

a ) «有多于一个右逆元， 

(2) u 不是单位 I 

(3) «是一个左零因子„ 

* 7. Kaplansky 定 理：如 果带恒等元环 K 的一个元素 a 有多于一 
个的右逆元，则 a 必有无穷多个右逆元 - 

8. 试求乙中单位所构成的群的阶„ 

9. 设 f 是一个域，求证 ： a e MAF ) 是零因子的充要条件是 a 
不是一个可逆元-问，若 R 是一个交换环，则上述结论对 M n ( R ) 是否 
成立？为什么？ 

10. 在四元数环 W 中定义共轭如下： 

a 0 + a t i + a z j + a 3 k = a 0 — a ,! — a z j — a s A 。 

证明：对 x , : y € H , x + y = x + y , xy ^ xy , 又 5 = z 当且仅当 

•r e «。 

11 •设 H 0 = a „ + a 1 i ’ + a 2 j + a a k , a , 6 Q , 证明: H 。 在类似 H 的 
加法与乘法定义下也是一个除环，它称为有理数 Q 上的四元数环。 

§3.2 子环、理想与商环 

§ 3. 2. 1 子 环 

定义 2-1 设 ft 是一个环， S 是尺的子集，如果 S 在 ft 的加法与 
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乘法下仍是一个环，则称 S 是 /? 的子环。 

命鼷 2-1 如果是环 K 的子集，则 S 是 R 的子环的充要条件 
是 s 中的元素在减法与乘法下封闭，即对〜 bes ， 有 a - bes , 
ab 云 S 。 

证明只证明充分性。由减法封闭知 S 是 (《, + ) 的加法子群。 
由于结合律、分配律在 R 中成立，因此也在 S 中成立，故 S 是子环„ 
证毕. 

例1 (1) Z 是有理数环 Q 的子环； 

(2) 在实数域多项式环 R [ x ] 中，零次多项式全体构成一个子 
环； 

(3) 在实数域上《阶方阵组成的环 M „( iO 中，上三角阵全体构 
成的一个子环，同样下三角阵全体也是一个子环，对角阵全 
体也是一个 子环； 

(4) 四元数环 H 中，形如 a 。 +的元素全体构成 H 的一子 
环。 

环及中任意个子环的交仍是 ft 的子环，这点用定义即不难验 
证。现来考虑只中包含子集 S 的所有子环的交，它仍是 R 包含 S 的 
子环，这是 ft 中包含 S 的最小子环.称之为由 *5 生成的子环。 

再考虑环只中由这样的元素所成的集合 C = = n :对 

一切 /*€•/?}，如果 q . czeC ， 则 

( C | — f 2 )r = c,r — c z r — rc , — rc t = r ( f , — c 2 ), 

( c , c 2 )r = c ,( c 2 r ) — Ci ( rc 2 ) = ( c , r ) c 2 — r ( c , c 2 ), 

因此 c , - c t ec , c t c t e C , 即 C 是 R 的子环，这个子环称为 /? 的 
中心 a gC = K ， R 就是交换环 B 

§3.2.2 理想与商环 

现在我们来考虑一类特殊的子环，用它们可以定义只中的一类 
重要的等价关系，这类子环称为理想。 

定义 2-2 设/是环 i ? 的一个子集，如果/是 oe ，+ ) 的一个加 
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法子群且对于任意的 r € K 及 a € J , 总有 a e /以及 na € i "， 则称 
J 是只的一个理想或称为双侧理想 „ 

现来定义中的一个等价关系，设 J ■是 ft 的一个理想，对 R 中 
的元素 a ， 6,称 < 2 〜 6当且仅当 a — b €: I, 由于 a — a = 06 因此 
«~ a » 又若 a — i €• /,则 = — (<j — b) ^ I ,因此从 a ~6 可 
推出 6~ a » 又若 a ~6， Z * 〜 a , 即 a — 6 — c 6 /，则 （a — 6) + 

— — 就是说 a 〜“ 可见〜是 R 中的一个等价 

关系。记頁 = K //， 因为及是加法群，所以作为商群也是一个加 
法群，它的元素可写成傍集的 形式： 5= a + /,称 a 是其代表元。 
只//作为加法群的加法运算为： (.a+I) + (b + T) = (a +£.) +/ 0 
现要在 (《//, + ) 上定义一个乘法结构使它成为一个环。定义~ 
+ /)(6 + /) =ab + I, 我们来证明 ( ft //, + >在这样定义的乘法下 
成为一个环。事实上，若 a — a, 6 /, 6 — 6, € /■，则 a = a , + c, b 
= b, +d , 其中 c, d €: I, 因此 （a + I)(b + /) = ((< z , + f ) 
+ /)((6, +^) +7) =( fl , + /) ( A , +/)， 也就是说由 （fl +I)(.b 
+ /) = & + / 定义的乘法确实是合理的.再来诬明乘法结合律和 
分配律 成立。 因为 


((« + /)(6 + 7))(c + /) 

= (,ab + /) (c + /) = ( ab)c + / = a { be ) + I 
=(a + T)(.bc + 1) = (a + 7)((6+ /)(c + /)), 


(« + /)[C6 + /) + (c + /)] 

=(_a + l)(b + c + I) = a(.b + c) + / 

=ab -\- ac + I = {ab + /) + (ac + /) 

=( a + /)(* + /) + (a + /)(r + /), 

另一分配律同样可证，因此 KAf 成一环，称为 K 关 于理想 /的商环^ 
商环在有的书中也称为差环，记为 R - I . 

例 2设 Z 是金 数环 ， nZ = {0, 士《，士 2«，… } ，不难验证 《Z 


107 



构成 z 的一个理想。 Z 关于以 的商环 Z ! n 2 就是§ 3. 1中的剩余类 
环厶。 

例3设丑是一个环⑼是一个固定的自然数 ，令心 
ma = 0} , 则若 a, b € R „ ，有 m(a — b) = ma — mb = 0 ； 又若 a e 
/?•，r 6 R ， 有 m(ra) — r(»na) = rO = 0, m(ar) — Cma)r = 0 • r = 
0, 因此是 J ? 的一个理想 „ 

例 4 任意一个环至少有两个理想:一个是 { 0 }, 称为零理想；另 
一个是及自身。这两个理想通常称为平凡理想。 

如同子环一样，任意个理想的交仍是理想，这只需按理想的定义 
即可证明.由此也有类似的生成的概念，设 S 是及的子集,定义由 *5 
生成的理想为 R 中包含集的所有理想之交,记之为 <S>,<S> 
是 fi 包含 <S 的最小理想。如果是一个有限集,7是生成的理想， 
则称 J 是有限生成的理想。又若 S 只含有一个元素^，则由 s 生成的 
理想 <r> 称为/?的主理想。 

环及的两个理想/与 J 之间也可以定义加法 I + J = {a-\-b\ 
a G 厂6€乃=容易验证 J + J 也是 ft 的理想且 / + J3/U 入不 
仅如此/ + ■/ 正好是 7LM 生成的理想。事实上，一方面,显然有/ + 
■/2</11</>，另一方面，对《€八6 6 < /,有0+6€</1)</>， 
因此 U •/ >，于是/ + /=</ LU> 。利用加法的结 

合律可以定义若干个理想的和2/ ； = (Sa,-i a , e 它是包含 
所有/, 的最小 理想。 1 ' 

理想之间的另一种运算是所谓的 乘法- 定义理想 j 与■/的乘法为 

IJ = { \ a ; I, b t ^ j] , 

不难验证 ZJ 也是《的理想且 /J 是由所有形如 abia 6 /, 6 e ■/) 的 
元素所生成的理想(注 意： a / 爹 { a ^} , ai ei , b , ejy B 

域只有平凡理想。事实上，若/关0是域 F 的理想，则/至少含 
有一个非零元 a 。fia 是可逆元，因此存在。令^■是 i •'中任--元 
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素， 由理想之定义 ( nj — 1 > « 6 A 即 r e i •，于 是 / = 同样可证除环 
也只有平凡理想。但是只有平凡理想的环如果是非交换环则不一定 
是除环 ■■ 如果是交换环且假定有恒等元,则它必是域.这就是下面的 
定理. 

定理 2-1 带恒等元的交换环 K 是域的充分必要条件是 K 只有 
平凡理想^ 

证明 只需证充分性=设及是含恒等元的交换环且只有平凡理 
想， a 是 i ? 的非零元，则< a >关0,因此 <a >= /?,也就是1 € 
<^>=不难验证，带恒等元交换环的由《生成的主理想中任一元 
都可写成6 R } 的形状。因此存在匕使得1 =以，即 u 是可逆 
元■于是尺•都是可逆元，亦即 R 是一个域。证毕。 

—个非交换环如果只有平凡理想而又不是除环，就称之为单环。 
设《是一个除环，则 K 上的 n 阶矩阵环必是单环。 

定理 2-2 设 fl 是除环，则虮 ( R ) 是单环。 

证明记氏 ，是一 个《阶矩阵，在这个矩阵中除了第(/，_?_)元素 
等于1外其余皆为零，即 £,-/£*,■ = ，这儿心当/ = 6时取值1,当 

Z 关 i 时4 现设 J 是的一个非零理想，我们的目的是要 
证明7 = MAR ), 为此只要证明 M /及) 的单位元素即单位矩阵也 
属于/即可。而 £=£ u +£ 22 + …+五 m ， 因此只需证明每 个五, ,- €/ 
就可以了》设4€/且4关0,又设4 = UAx ,, 假定％关0,则 
E ^ AEj , - a h E ^ 由于叫#0,故存在逆元知 H 因为 ff 是除环 ）„ 设 
B =则 BE , t AE „ = £, i8 {0 7是理想， A € I , BEM -, = 

八这就怔明了结论。证毕。 

§3.2.3 左理想与右理想 

理想的概念还可继续拓广。设 J 是环 K 的子集且是 ( ft ,+ ：) 的加 
法子群，如果对任意的 a 6 /及 r € R,ar 6 I , 则称是 /? 的右理 
想。另一方面，对尺的加法子群 L , 如果对 a € L , r ^ R , 总有 ra e 
L , 则称是 R 的左理想。显然理想必须同时是左理想又是右理想. 
左理想或右理想都称为单侧理想。环的单侧理想也有生成的概念.若 
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S 是 i? 的子集，则称包含 S 的所有左理想之交为 S 生成的左理想。 
同样可定义 S 生成的右理想，设 /,■/ 是两个左理想，則/ + </ = 
{a + b\ae I,b € J ) 仍是左理想，也是包含/与•/的最小左理想。 
也可定义 

IJ — { y ^. aib ： | a； 6 6 . 

f<oo 

IJ 是由形如 abia e l,b e j) 的元素生成的左理想。 

例 S 设 i? 是一个除环，是及上 ”阶矩 阵环，则形如 


a „, …， a u , 0，…， 0 

a :::: :: ::::: 1 “是固定的自然数) 

a„, ―, a^, 0 ， •••, 0 

的矩阵全体构成 M,(R) 的左理想;形如 


力】1， 


， b u 

b，\ ， 

bn ， • 

, b iH 

0 , 

0 , • 

, 0 

0 , 

0 , • 

• 0 


(z_ 是固定的自然数) 


的矩阵全体构成 M，0?) 的右理想。 

这个例子表明一个单环尽管没有非平凡的理想，但仍可以有非 
平凡的单侧理想。 


习 题 

1. 设 S = {〜 ，〜， …，〜）是环 R 中的有限子集，若 K 是交换 
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环 ，则 < S >* { + I 6 Z, 6 R } e 如果及还带 

**»] * .備 1 

恒等元，则 


< 5 >= { 2 r »^ I r f ^ R }^ 

2. 设 C ； 是 K 的理想，令 KC 7) = { x 6 i ?| : r « = 0 对一切 a et / 
成立 } ，证 明: r «7) 也是 i ? 的理想。 

3. 设 [/是 r 的理想，令 dt /〕 = uei ?| «： et / 对一切 re 
«}, 则 dt /〕 是 k 的包含 t ; 的理想。 

4. 证明 :理想 的乘法适合结合律： onK = j ( JK >, 这儿/， j , 
尺都是环及的理想。 

5. 问: 理想的分配律/0/ +尺）=^/ + //：是否成立 ？ 

6. 设 乙是 R 的左理想但不是右理想，问:能否在 ( K / L , + ) 上像 
本节中对 ( fi //, + ) 那样定义乘法？为什么？ 

7- 设 K 是含恒等元的环， U ,, 是一个有限集，则由这个 

有限集生成的的左理想等于形如必 ( r , e iO 的元素的集合 D 
特别由一个元素 <* 生成的左理想为 rtii } ，如果 R 没有 
恒等元，那么由 U ,， 山，…， 《•» 生成的左理想形状又是怎样的 
呢？ 


8. 设/?是一个带恒等元的环，若/?只有0及自身是左理想，证 
明4是一个除环。 

9. 环中非零元素 a 称为幂零元，若存在某个自然数 n 使得/ = 
0。证明中存在幕零元的充要条件是 m 可被某个素数 f 的平方 
P 1 除尽。 

10. 设是一个数域， M ,(/0 是尸上 的》阶矩阵环，证明， 
M .( F > 的中心是对角线上元素相同的对角阵所构成的子环。 
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§3.3 环的同态 

定义 3-1 设 R 与圮是两个环,/是 R 到圮中的映射，且■/■保 
持环的运算，即对任意的 a , b € R , fia + *) = / U ) + fib ), 
fiab ) =/( a ) fO >) ，则称 / 是环 i ? 到圮的同态。如果 / 还是一个一 
一对应(双射 >，则称/是同构。 

环的同态也有核的概念。记 /(D = 
0} ， 若 l 6 € Ker /，则 /O — b )= / Ca ) - fib ') = 0 - 0 = 0 ， 因 
此 a _ 6 e Ker A 对？ ■ € 6 Ker f , f ( ar ) = /( a )/( r )= 

0 • /( r ) =0,/( ra ) = /( r )/( a ) = fix ') • 0 = 0,因此, ar 及 ra 都属 
于 Ker /，即 Ker / 是环 K 的理想 •> 类似群论我们还有环的同态基本 
定理。 

定理 3*1( 同态基本定理） 设/是 环尺到 疋内的同态，’= 
Ker /,则 f 是 R 的一个理想，且存在从 fi // 到兒唯一的同态/，使 
/ = / v , 这里 u 是 i ? 到/?//的自然同态 r + ' 不仅如此， v 还 
是一个映上同态(称之为自然同态），/是一个单同态(即/作为映射 
是单 的）。 

证明作 及/7 — i ?’ 的对应 /a + /-*/( r ), 若 〆 e /.，则 
r =： r ( + a,a 6 /* 于是 

/( r ) = fir' +a) = /(/) + f(a) = /( 〆 ）+ 0 = fir' ), 

因此 / 是一个映射 = 又 

/ (( r , + I ) + ir t + /))=/ ( r , + r 2 + /) = /( r , + r 2 ) 

=/(r,) + f(.r 2 ) 

= / ( r . +/)+/(/-, + /). 

/ (( r + /)(c + /)> = / ire + /) = /( rc ) = /( r )/( r ) 

= / (r+ 1)/ (c + /), 
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因此 / 是一个环同态。 

要证明/是单射，设/ (n + r ) 二 / (q + /) ，则/ h - 〜+ 
J ) =0,即 /( r ! — = 0或 r , — r 2 e /，于是 n Z = r 2 + /，因 



R/I 
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由 / 的定义知图 1 交換，即 / = / f 。 不仅如此，若有心尺 // — 圮使 
/ = P ， 则 gO + O =❿⑺= fir ) = / (r + I )对一切 r + /6 
尺//都成立，因此/。证毕。 

推论 3-1 环尺的任一同态像同构于尺关于同态核的商环。 
定理 3-2 设/是环 及到圮 的映上同态， K = Ker /, 则在尺的 
包含 K 的子环与圮的子环之间存在着一个一一 对应: 且 
H 是尺的理想当且仅当 /(//) 是兒的理想，此时存在 RIH — 
«7/ CW ) 的同构 ： r + H -/( r ) +/ CH ) 0 " 

证明不难验证若 H 是尺的子环，则 H 在/下的像 /(//) 也是 
记的子环，因此，设 H 是包含 K 的 K 的子环，则 /( H ) 是圮的子环。又 
对圯的任一子环，令广 1 (//，）= {r €尺1 fix ) € H ， 丨，同样不难验 
证 /-'(//- >是尺的于环 D 现记= /(//)，则广 1 CH ')= H S 另一方 
面，对史中的子环^， /(/— 1 ( H 1 )) =： H ' ,于是我们有包含 K 的 K 的 
子环集 {// f 与圮的子环集彳 H '} 之同的一一对应:其逆对应 
为/- 〗 （兒）„若//是包含 K 的理想，则对任意的 〆 6兄，由于/ 
是映上的，故存在 r i ? 使 /( r ) =r '， 因此对 W 中任意元 / U ), 
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r 7( fl ) =/( r )/( a ) =/ Oa > e /( H ) = h '， 同理 /(«v e w '， 即 
W 是茫的理想。反过来若 H ' 是圮的理想，则对 /• e Rya 6 /-'( HO , 
/( ra ) = /( r )/( a ) € H ， ，即 ra € 广 1 (兄 ） 。同理此 € 广 1 ( H ，） ，故 
' ( H ') 是尺的理想。最后证明映射 /,>- + H —/( r ) + f ( H ) 是同 

构, 首先，若 r + H =〆 + H ， 则 r — 〆 € H，/(r — 〆 ） €/( H )， 
即 f ( r ) +/( N ) +/( N )„ 容易验证 / 保持运算，因此 / 是环 

同态。要证明/是同构，只要再证明/是双射即可。对圮 //(//) 中任 
- TCr '+ AN ), 由于/是映上的，故存在 rg 尺使/(>)= 〆 ，因此 
/ (r + N )= Hr ) + /( H ) = / +/ CH ), 这说明 / 也是映上 
的。要证明/是单射，只需证明 Ker /=0 即可 • 设/ (r + H ) = 0, 
即 /( r )€/( H )， 也即 /( r ) = f ( JO , he H , 于是 /( r ) — /( A ) = 0 
或 /( r _ A ) = 0,故 r 一 A € Ker / =/C G H , 所以; ■ € A + H , 即 
Ker / = 0, 故 / 是同构，定理得证-证毕。 

注意 （1) 两个环之间的同态/是单射的充要条件是 Ker / = 
0。事实上，若 Ker /=0, /( r ) = fir ') ，则 /(r 一 〆 ） = 0, r 一 〆 已 
Ker /=0, 因此 r = 〆 •反之由于/(0) = 0,（这是因为/是(尺， +) 
到(尺'，+ )的加法群同态），故/(0) = 0)，而/是单射 ， Ke r /=0。 

(2) 对两个环尺与 K ' 之间的保持加法运算的对应/:尺-"尺'， 
要证明/是一个映射，只需验证/(0) = 0即可.事实上，若 r = 〆 ， 
则 r — 〆 = 0,因此 /(r 一 〆 ）=/(0) = 0,故/⑺一/( 〆 ）= 0, 
即/00 =/( 〆 ）。 

定理 3-3 设 i ? 是一环, S 是 i ? 的子环, J 是 i ? 的理想，则 S + 
I^{ S + a \ aeS,ae G 是尺包含^作为理想的 子环。 又 S fU 是 S 
的理想且映射 s +/ -+ s + (_s ru ) 是 cs + _ o // - * s/s ru 的同构。 

证明/是及的理想，因此也是 s + j 的理想 D 再看 sn /, 对 ie 
S , x ^ S f \ I , tx €： S, n 同样如 € S 门■/，因 

此 s n / 是 s 的 理想。 若 s — ? e /，由 s 得 s e * s 门 

因此 s +/— s + ( sru ) 是有意义的(即是 一^ 映射)，保持加法与 
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乘法是显然的，因此它是 一 l ' 环同态，映上也是显而易见的。再看 核:若 
sesru ， 则 * e /， 因此该映射的核为0,故是同构。证毕。 

习 题 

1. 设 / i 是环的同态，是 Rt ~* Ri 的同态，求证: / 2/1 
是尺—民的同态。 

2. 设/是带恒等元环 fi 的理想是一个自然数，证明： 

3. 证 明:除 环的任一非零自同态总是单同态。 

4. 设尺0 = 1, 2, …， “是^个环，在它们的积集 i ? = ^ X « 2 
X ― X 上定义加法 〆 a 2 , …， a ,) + (6丨，匕，…，= ( a , + 
b lt ^ + b t , a , + b n ~), 定义乘法 ， （ a :， … ， a . Kfc ,, b 2 , 

bj = ( aA , a t b t , a JO , 试证: 在这样定义下 K 成为一环，称为 

兄的直积.若杧都有恒等元，则及也有恒等元 (1,1, …，:!）。 

5. 中国剩余定理:设/ 2 是环 fi (含 1) 的理想且它们是互素 
的即/, + / 2 = «，证明:若 (1 , 与〜是 的元素，则存在 aefi ， 使得 
a ^ a^mod J .) 。试将这个结论推广到《个两两互素的理想 h , 
…， /- 的情形。 

6- 用题5 证明： 若 / M / 3 是环的互素理想，且 / = A DA ，则 
R / I ^ R/h X R / h , (有限个环的直积也称为直和，记号 ㊉ 。） 

§3.4 整环、分式域 

§3.4.1 整环及其特征 

设是一个整环^是 R 的非零元，如杲存在某个自然数 ™ 使 
舰 = 0,就称 a 是周期元.若《是使= 0的最小的自然数，则称 
m 是 a 的周期。 
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定理 4~1 设是整环，若 i ? 至少含有 -- 个周期元，则必存在素 
数/>,使对及的一切非零元 r 均有炒= 0,这个/>称为环 R 的特征。 

M 明先证这样一个事实:若^#0，;^ = 0，则对任意的6 6 
R,mb — 0,事实上， ( ma )6 = 0,故 a ( m 6) = 0。但及是整环且 a # 
0,因此 m * = 0。再证若 a # 0, m 是使 ma ^ 0 的最小正整数，则 m 
是素数》若不是素数，则 < w 2 , m 2 < m ), 由 ma = 0, 
得 m l( j = 0,或 wi 2 a = 0,与 w 是最小的矛盾。证毕， 

如果一个整环中没有周期元，则称这个整环的特征为零。当整环 
是域时，它们的特征就称为域的特征。域的特征是域的重要性质，以 
后逐要经常涉及. 

需要注意的是，环的特征一般是指整环时特征，如一个环不是整 
环，它的元素的周期可能不相同。比如环心 ㊉ 匕，元素 （1,0) 的周期 
是2,而元素 (0,1) 的周期是3,元素 （1,1) 的周期是6。 

例1特征为？的任意域必含有一个最小子域，它同构于 

证明设 F 是特征为户的域， I 是 F 的恒等元，考虑由1：生成 
的 f 的子域^ = ( m …，这里？ = A C 。 由于 F 的 
任意一个子域都必须包含恒等元了，因此也必须包含 n , 即 n 是一 
个最小的子域.作心的映射显然这是一个同构。 

这个最小子域习惯上称为素域，或特征为/>的素域，它是特征 
为 P 的域中最简单的一个域。若一个域 J 5 ■的特征等于0,这时也有素 
域的概念，这时令心=( I )，即由 f ’ 的单位元了生成的 F 的子域，这 
个域与有理数域是同构的,我们将在这一节的稍后证明这一事实. 

§3.4.2 分式域 

在这一节的剩余部分，如无特别说明， A 是指含恒等元的交换环。 
一个含恒等元的交换整环称为整区，此如整数环 Z 就是一个整区。 

从整数可以构造有理数，即定义有理数为形如 f 的数，其中/>， 
^ ez c 这样的构造方法也可以推广到整区上,现在我们就来做这件 
事。 
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设 ft 是一个整区，表示及中非零元的集合，作积集合 R X 
尺■，其中的元素记为 u， 6)。现在 K X ft- 中定义一个等价关系 
b 、 〜 ic , d ) 当且仅当= fc, 容易验证这是一个等价关 

系。记 U, W 的等价类为|，现以 F 记所有这些等价类的集合^在 F 

上按下列方式定义加法和 乘法： 

a . c ad -\- be 
TT 十 7 - bd~' 

a c ac 

TH 。 

首先要验证上述定义的合理性。对加法，设 

a a’ c c l 


a r , c ; a f d, +6，〆 
歹十 Z 一 一" Vd f ~ 


而 

d C 

ad + be 


T + d 

bd , 

现要证明 

ad + be 

a 1 ^ + ye 


bd 

b ， d ， 

即要证明 




{ad + beWd 1 = (flW +6V)W, 

或 

ai/dd’ + Wed' = a’bdd’ + bb 1 c 1 d 0 
而 

ab' = ^byed 1 = c’d ， 

结论显然可得， 

同样由 = a'b^cd' = c’d ， 不难得 acb r d r = a*c r bd ， 因此 
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a c a' c r 


现在看 f 中的零元素是什么？ f+1= 造 =f ，即 I 是开的 

零元素。注意，对任意的非零元6,心 ^ = 中的这个零元素以 
后也沄为0。我们还需要验证 F 在上面定义的加法与乘法 T 成为一 
环，这件事并不难，留给读者自己 完成。 现来看 F 的恒等元，不难验 

证形如 ^(a^O) 的元是 F 的恒等元(注意 f = 的恒等元简 
记为: L 现设皆#0,则。#0, 因此一 €^"，且去.音=盖 = +， 
即 | 是 f 的逆元. 

如作 R-F 的映射/>■*+，则显然这是个环同态。不仅如此， 

若 f = 0,则十=即 r = 0,因此/是一个单射或称嵌入•通 
常称 F 是整区的分式域，上面的映射/称为标准嵌入。 

一个整区的分式域有下列重要性质 * 

定理 4~2 设犮 是一个整区， F 是 K 的分式域,/是尸的标 
准嵌入4 是及到 域广的单同态，且发(1) = 1,则可唯一地扩张为 
F 到矿的同态，也就是存在唯一的 F 到产的同态 M 有图2所示的 
交换. 



F 
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证明 定义 A 如下 


— g ⑷[贫 (&)] _1 ， 

首先证明 A 是映射，若| =备，则 

atf — a f b f g ( ab l ) = g { a f b ) , 
g ( a ) g ( l /) — gia 1 ) g { b ') % 

由于 6 尹0, b ’ 尹0, g 是单同态，故 g ( b ) # 0,^(60 ^ 0,因此 
g ( a ) gCb )- 1 ^ gCa ^ gO / y ^ 

sp h [ f ) = h [ v )^ 

再验证保持加法： 

k [j + l)^ h [ ^~M^) = g( - ad + fec) * sibdr' 

= [ g ( a ) g ( d ) + gib ') g { c )~\ g { b )~ l g { d)~' i 
= g ( a ) g { by l + gic ^ gidy 1 

叫 I ) 叫皆1， 

A 又保持乘法： 





叫 I ■卜(引， 

因此 A 是的同态。验证图2所示的交换性即是要验证 A / = gD 
对 re 及， WO) -Aj yj =^(r)g(l )- 1 — ^(r), 淑 hf ^ g 。 最后还 
要验证 A 的唯一性 ，设有 A 『： F P 也使 A '/= g ， 因而 j = 
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当 r / O 时, ■^是 F 中的可逆元，故 j 是广 中的可逆元， 
且其逆为于是 

A 1f)= A 1f-i)^1fh1i) 

= g(,a)g(.bT' = A ( 音 j , 

因此 A 二 A 1 ， 即/ 1 唯一.证毕 a 

推论 4~1 特征为0的域必含有一个最小子域，它同构于有理 
数域。 

证明设 F 是一个 特征为0的域，令 K 是由 I 生成的 F 的子 
环，由于 F 的特征为0,不难验证 ii 2 2。事实上，作 Z - K 的映射 
g -. n^n • I ，显然这是个同态，且是满的。若 n * 0,由于 F 的特征 
是0，故《 = 0,于是 g 是同构。 Z 的分式域是 Q (即有理数域>，因此 
上述同构 g 可扩张为 Q ~* F 的单同态 A 。 显然 A 的像与 Q 同构，它是 
F 的一个子域。现设 F 。 是 F 的任一子域，则心，因此 F 。 必包含 
R , 从而也包含 A 的像，即力’有一个最小子域与 Q 同构。证毕>_ 

习 题 

1. 设 K 是含恒等元的交换环 , S 是 R 的一个非空集合且是一个 
乘法封闭集，即适合下列条件： 

( 1 ) 0 6 5 5 

<2)若 A ， €• S ，则 V2 € S 。 

作积集 « X 5, 其中元素记为 (r, s ), r 6尺 ， s e 乂在尺 X S 上定 
义一个关系 ： o , s ) 〜 (/, 当且仅当存在某个 re 心使 
t(rs l — r f s) = 0, 

则 (1) 上述关系是一个等价关系。 
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(2) 记 是所有等价类的集合， ( r , S ) 的等价类记为 [ r , 定 
义 [ C ， J ,] + [ r 2 , s 2 ] — [ r , s 2 + r 2 s ,, J , J 2 ], [ r ,, s 2 ] [ r 2 , s 2 ] = 0 / 2 , 
MJ - 则这是定义在艮上的运算。 

(3) 证明:尺在上述加法与乘法定义下成一环。 

(4) 定义 /?- ••足的映射 灼 r —[ rs ， s ]， 则 9 ?是一个环同态，试求 
Ker ip , 

(5) 证明 t [ s !， s 2 ] Gi , s 2 eS ) 是 K , 中的可逆元。 

2. 设 K 是一个整环,是互素的正整数，假设 Y = 

浐， 求证： a=h 

3. 证明 : 若^"是一个域，它作为整区的分式域就是 F 自身。 

4. 艮与沁是整区且同构， A 与心分别是私 ，良 的分式域，则 
F , 与^同构(这题表明了整区分式域的唯一性）。 

5. 设 ft 是一个不带恒等元的环(不一定可交换），作积集合 ZX 
R , 这里， Z 是整数环， ZXR 中的元素记为 U ， r )。 现在 Z X 上定 
义加法与乘法如下：（《，<0 + (”， b ) = (.m + n , a + 6), 
(. m , a )( n , b ) — { mn,mb + na + ab ), 试证在此定义下 Z X 成为 
一环，这是个带恒等元 (1， 0>的环。不仅如此，作 ft — ZXR 的映射 
^-(0, r ), 则这是个单同态（嵌入 ）（ 题5表明任何一个不带恒等元 
的环均可 嵌入一 个带恒等元的 环）。 

§3.5 唯一分解环 


在这一节中所有的环都假设是交换 整区。 

设 a 是整区 R 的一个元素，若《可写为两个元素6, c 之积 a = 
be , 则称6与（是<1的因子，也称6或（能整除 a , 记为 6 k 或 cU 。 如 
果6不可能是 a 的因子，则记为 6 V ， 称为6不能整除 a 或 a 不可能 
被6整除.在整数环中，任何一个数都可以分解为若干个素数的乘积 
且谊种分解在一定章义下是唯一的=现在我们要将这个性质推广到 
一类整区上 。 . 
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首先我们要解决的一个问題是,什么是真因子。由于对一般的整 
区没有序(即大于、小于)的概念，因此不能像整数环上那样来定义真 
因子，设是一个整区，《是 fi 中的一个单位，即为可逆元，对任意 
的《 €及 ， a = aww - 1 , 这表明《是《中任一元素的因子 (正如 整数环 
中1与 一 1是任一数的因子一样)。这样的因子分解显然没有什么用 
处。现假定 a = 且6与 c 都不是单位，若此时则 6 = a = 

由整区消去律得办=1,即 c 是一个单位，引出了矛盾，因此 a 
不能整除6。于是我们可得到真因子的定义*+6称为是 a 的一个真因 
子，若但 a 不能整除 A 。 

R 中两个元素如果互相能整除，即 Ma ， 则它们必相差一个 
单位，也就是说存在可逆元《，使这样的两个元称为相伴元， 
记为 a 〜6。比如 Z 中，6与 一6 是相伴元。相伴关系显然是一个等价 
关系。 

R 中的元素 a 如果不是单位且它不能分解成两个真因子的乘 
积，则称为不可约元. Z 中的素数是不可约元。 

现在来定义什么叫 唯一分 解环. 

定义 S -1 设 R 是 一个整 E , 假设 fi 中任一非零且不是单位的 
元素 a 都可以分解成有限个不可约元的乘积，且这种分解在下列意 
义下唯 一:设 a 二 />,内… A，a =…是 fl 的两个分解，其中户,.， 
P'iH =1. —. s ； J — 1, —, O 是不可约元，则 s = i , 且经过适当的 
置换后, A 〜适合上述条件的整区及称为唯一分解环，或称为 
Gauss 整区。 

例1 Z 是 Gauss 整区。 

例；！数域上的多项式环是 Gauss 整区 3 

例3并非所有的整区都是 Gauss 整区，试看= 
{m +«/^5| m , ne 幻，显然这是个整区。现定义 Z ( /^*5)中元 

^ + 的范数 W + 5« 2 ,该范数适合下列性质： 

(1) W ( a ) 是非负整数且= 0当且仅当 a = 0« (2) N (, ab ) = 
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N { a ) N (, b-) a Z ( /^5) 中的单位可以求出来。事实上，若 <26 = 1，则 
N ( a ) N ( J >) = Nil ) = 1,因此只可能 a = 1 或 a = — 1，故 Z ( /=5) 
中的单位为 U,_lh 9在 Z (/^) 中可有下列 分解： 

9 = 3 • 3 = (2 + y ^5)(2 - /^5), 

现在来证这是两个不同的不可约分解-若有 d = 3,则 N(ab) = 
尺 (3) = 9•若< 2 ,6不是单位，只可能尺 ( a ) =3,尺 (6) =3,但 《 J + 
5 V = 3无整数解，因此不可能，故3是不可约元。同理可证2 + 
与2 — 是不可约元。又3与2 + 或2— 不 


是相伴元，因此 Z ( v ^ I ：) 不是 Gauss 整区。 

—个整区适合什么条件才是一个 Ga USS 整区？为解决这一问 
題，引进下列概念。 

因子链条件设 A 是一个整区，如果 B 中不存在下列无限序 
列: a〗，fl 2 ， …， a，，a,+i» … ，其中 由 +1 是 a,. 的真因子(对一切« = 1, 
2, …）， 则称适合因子链条件。 

仿照素数的概念可定义中的素元如 下:若 /* 不是的一个单 
位，对任意 M 若从/*| 沾必可 推出/ »| a 或川6,则称/•是的一个素 
元， 

索性条件若 B 的任一不可约元都是素元，则称适合素性条 
件- 

定理 S-1 设 B 是一个整区，则是唯一分解环当且仅当适 
合因子链条件与素性条件， 

证明设 B 是一个唯一分解环，现有中的一个序列 
•••» a., …，且 a i+1 | a ,.， 要证明存在某个 m ， 当 n > m 时均有 a , +1 ~ 
现来看 < Z M 由于 i ? 是唯一分解环，因此= P\Pi'"'P,y 其中外是 
不可约元。若 A 是〜的真因子，则 a , = w 2 , 9 l 不是单位。再若<1 3 
是 a 2 的真因子，则 a 2 == q t a 3 , q % 也不是单位。如此下去可有 A = 
9 必…?成 +1 ，如不是不可约元还可以进行分解，因此 A 至少有一个 
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不可约元的分解其长度（即不可约因子的个数)超过了 S , 这与 i ? 是 
唯一分解环的假定矛盾，因此 K 适合因子链条件- 

再证适合素性条件。设户是一个不可约元且当然不是 
单位。若 a 是单位，则有故 f 同理，若6是单 

位， U 。 假定 a 与都不是单位，令 a 二 b = A … 〆 ， 
pf(.i = 1, — , s ), p' I {j = l , t ) 皆不可约，则— / vU ’,... 〆 。 

由于 ki 且本身是不可约元，故存在某个 ( 或 _?_，使 Pi - p 或 〆 
因此或者/ > k 或者/>1办。 

现证明充分性。设 R 是适合因子链条件和素性条件的整区。首 
先因子链条件保证了 中的任一非单位（当然不为零)都有不可约 
分解。设 a 是非单位且 a 乒0,若 a 本身是不可约元，则就不必再分 
解因子了。若 a 不是不可约元，则 a 可以分解为两个真因子的积 a = 
fl A 。 若^,~不可约则到此为止。若其中某个可分解，比如= 
aA , 再看，也许仍可继续分下去 a 2 等等 。 但这个过程不能 

无限做下去，否则将得到一个无限的序列⑷， a a , …，使《, +| 是 3 , 
的真因子,故必存在某个 I 是不可约元。若7 
是单位，则 a 是不可约元不必再讨论-若 i 述可再分,则如上面做过 
的一样，必有不可约元内使 i = Pl a \ 如此不断做下去得《 = 
PWP ， ， 但这个过程也不能无限延续下去，因为否则将得到一 
个无限序列 V ，…，其中每个# +1> 是/〃的真因子，于 
是 a 必可分解为有限个不可约元的乘积^ 

接下去述需证明因子分解的唯一性。设 a 二 p ' pd 以及《 = 
p \ 夕 2 〜 〆 是 a 的两个不可约分解，则/», | 〆 ,，面斤不可约，由素 
性条件知丸是素元，故对某个 〆 ，/>, If : 。但是4是不可约元，故 P '〜 
P \. 经过重新编号，我们可设同 理九〜 …， A ■■这 时 
若比如 f > s ，则 ？ f s+r ..# = l 。 这不可能，故只有* =〖，这就 
证明了定理-证毕。 

上述定理中的素性条件述可以用所谓的最大公因子条件来代 
替-设 d 是心6的公因子,即(^, ( ^。若对〜6的任意公因子〔都 
124 



有 ck . 则称 2是《, 6 的最大公因子，记为 u , 6)。类似地可定 
义最小公倍子:设 》* 适合 a |»?及6 |» i ， 且对任意的 a | c , d | c , 必有 
»*|(：，则.称》!是 < 3, 6的最小公倍子，记为 [ a ， 如果 a , 6的最大公 
因子等于 1( 或 单位） ，则称 h 办是互素的6互素的充要条件是或 
者 a 与 A 之中至少有一个为单位，或者其中一个元的不可约因子都 
不是另一个元的因子(此时若^ 6有不可约分解，则不可约因子互 
不相 伴）。 

任意一个唯一分解环都适合下列最大公因子 条件: 中任意两 
个元素都有最大公因子。事实上，若 a , 6 中有一 个是单位，则 
U ， 《 =1。若都不是单位，作它们的不可约分解并将相伴的不可约 
因子予以合并，这样将 a , 6分解 如下： 
a = 

b = vp { yp { t — p f s -, 

这里 v 是单位。令 

d = 〆 > 沖 ‘•• 〆 ‘， 
gi = min ( e ，.，/,.), 

不难验证是 a , 6 的最大公因子。对最小公倍子也可类似求出， 

w = [a, fe] ==… 

^ = max ( e ; ，/,')。 

下面我们要证明最大公因子条件可用来代替素性条件，为此先 
证几个引理 - 

引理 S -1 若尺是整区且任意两个元有最大公因子，则任意《 
个元也有最大公因子。 

证明 设有 n 个元〜， a 2 ， …， a n ，记 A = ( a ,, a 2 ), d t = { d x , 
a s ) ，…， d — d ,—' = (. d ._ t , aj , 显然 * i 是 a ， ， ti 2 , …， a , 的最大公因 
子。证毕。 
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引理 5-2 (( a , ft ), f ) 〜 ( a , (6, c ))。 

证明两者都是 a , 6, c 的最大公因子，故必相伴。证毕。 

引理 S -3 c ( a , b ) 〜 （ ca 、 cb ) * 

证明 令<^=(« 2 ， 6 )，《 = ( ca . ci ) ，则 oi 丨 ca ， 故 
cd |( ca , cft )， 因此 f = cd / i . 又令 ca = ex = cdftx , 则 <2 = ti / tr ， 即 
同理如| 6 , 因此办 |< i , 即# 是单位且 ( ca ， cb ) = c < i ~ f ( a , 6) 0 

证毕 = 

引理 S -4 若 U , 6) 〜 1 且 ( a , c ) 〜 1, 则 U , 6 c ) 〜 1. 

证明由 （ a ， i )~ l 及引理 5-3，（< zc ，6 r ) 〜 c 。 又 ( a ， ar )~ fl ， 因此 
1 〜 （ a, c)~(a, (ac, be)) 〜 （（ a, ac )» 6c) 〜 （ a, be') 。 

证毕， 

引理 S -5 最大公因子条件苗涵素性条件。 

证明设户是不可约元且/ ■不 能整除 flj 不能整除6,要证明 
声不能整除幼。事实上，由于/•不可约，(户， a ) 〜 1,( 户， 6) 〜1,由引 
理5-4, (多， 〜1,即/>不能整除 乂 证毕。 

上述结论可总结为 如下： 

定理 S -2 设是一个整区，则是一个 Gauss 整区当且仅当 
R 适合因子链条件和最大公因子条件。 

习 题 

1* 若及是 Gauss 整区，则 aft 〜(< 1 ， 6 )[«， 6]. 

2. 证明： 适合因子链条件。 

3. 设 ZIv ^] — {a + 6/ l 0| a f b ^ Z)t 证明！它不是 Gauss 
整区。 

4. 证明:任一素元必是不可约元。 

5. 证明 sZ [ x ] 适合因子链条件。 
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§3.6 HD 与欧氏整区 


首先我们从另一个角度来分析一下整除问题。设46,即6 =<2 C ， 
记 a 生成的主理想为 U ), 则6 = < ac 表示6 G 00,因此6生成的主理 
想⑻ e ( c ), 反过来，若 （6) S ( a ), 则6 6 («), 因此存在某个 c 使 
6 = 因此当且仅当 （6) Q (4。再看相伴关系 。若 

<z 〜 6,则 a \ b , 6| a ， 也就是 （ a ) Q (6) , <6) C ( a ), 这表明 ( a ) = ( b ) , 
所以 a 〜 6, 当且仅当 U ) = (6)。 因子链条件也可以用另一种等价的 
说法来代替。若环 穴没有 主理想的无限真升链，即没有这样的无限 
序列： 


(a,) 'm ( fl 2) S (flj) S **• 

则称及满足主理想升链条件。显然，因子链条件等价于主理想升链 
条件。 

定义 6-1 设/?是一个整区，若它的每个理想都可由一个元生 
成，则称为主理想整区，简记为 PID。 

定理 6-1 任一主理想整区都是 Gauss 整区。 

证明设 R 是主理想整区，首先证明及适合主理想升链条件。 

设有主理想升链 （《,) G (h) G …。作。 U,) ,不难验证这仍 

是 K 的一个理想，因而是主理想。不妨设 =U U ; ), 则 a G 
U (a,), 于是必有某个 w, 使 a 6 U -), 故 U)S( fl „), 因此 （<2)= 
(a») 且对任意的 《>»» 都有 (a,= (a„), 从而上述升链不能是 
无限真升链，即 R 适合主理想升链条件或因子链条件 d 

再证 R 适合最大公因子条件。令 a, 6是 K 中任意两个非零元， 
记 U， b ) 为 a ， b 生成的尺的理想，由于 R 是主理想整区，故«可 
由一个元生成，设 U, = id ' s , 现来证明 d 是 U, A) 的最大公因 
子。由于 O) = (a, 6) 3 (a) ，故 <i|a， 同理 d 又若 c \ a , 即 
W) 2(a), (c)2 0»， 则 a,6€ (c), 因此 （a, 6)C(c), 即 W) G 


127 



(<0, 或 c|rf。 这就证明了 是 a, 6 的最大公因子。证毕。 

现在我们来考虑一类更特殊的整区，称为欧氏整区^ 

■定义整区 R 称为欧氏整区，若存在 t—W (非负整数）的 
一个映射3适合如下条件:若〜6是 R 中非零元，则必存在 ft 中元 
素9及广，使 a = 6g + r， 或 r = 0, 或 r 不为0时必有 5(r) < 5(6)。 

整数环 Z 是欧氏整区，因为这时可令5(«) = h| B 数域/'上的 
多项式环尸1>]也是欧氏整区，这时 S (, f (. x )) =deg /(x) a 

例 1 Gauss 整数环 ZE/— 1]= {m + n -/— 1 \ n ^： Z ) 是欧氏 
整区。 

证明设 <2 = m + nV — 1,定义 5(a) — fft 2 + n*， 则 S (. a ) 6 
5( a 6) = S (. a ) S 0 ) o 设 6 关0,则 ab ~' = M + iV — 1，这里户与 v 是 
有 理数- 现令《 与11 是适合|« — ^ y , k — ^ 的整数，再 

令 en ，7 = v — p ， 于是 | e | C j , l 7 l < " I ■。又 
a ~ 6[(« + e) + + 7) /— 1] ~ bq -\- r . 


其中9 ~ m + v \ 6 Z [_ ~ 1], r ~ 6(e + ” 1 ) 。由于 r = 

a — ~，故 r € Z[ •/— 1]„ 

又 

Hr) = |r| s = IfclUe 2 +? s ) 

士 + 士卜音紙 


故 


$( r )< S ( d) y 


即 z[/^T] 是欧氏整区。证毕。 

定理 6-2 欧氏整区是 PID。 

证明 设 / 是欧氏整区尺的理想，若 / = 0,则 J = (0)。现设 
/关0,则必有某个6 # 0,6 e /且使 5( A ) 最小^作6生成的主理想 
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⑻，显然 （6) £ 7。又设 a 是 J 中任一非零元，则存在 g 及「,使 a = 
6 g + r , 且 S (. r ) — 若 r ^ O , 则由于 S (. b ) 

是/中最小者，敌与 a ( A ) 的选取矛盾,于是 ， a = 即 a e («，因 
此卜亂 证毕。 

推论 6~1 欧氏整区是唯一分解环- 

我们已经证明了下面几个概念的从 属性： 欧氏整 E => P 〗 D => 
Gauss 整区。但反过来不一定成立，即 Gauss 整区不一定是 PID，PID 
不一定是欧氏整区。 


习 题 

1. 设 Z [-/ T ] = {m + n-Tl I m , n ^ Z } , 求证: ZC '/ T ] 是一 

个欧氏整区(提示:令 + ~ 2 n s |) c 

2. 设 D 是一个 PID , 若 （ a ) f | (6) == ( c ), 则 c 是 a ，6 的最小公 
倍元。 

3. 设 K 是一个的非零元。求 证:若 R / U ) 是一个 
域，则 a 是 K 的素元;又若 a 不是素元，则及 / U ) 不是整区^ 

4. 试证:在欧氏整区中可做 Euclid 辗转相除 法:设 a , ， 七是 

的非零元，令 《i = 9 i «2 j + fl 3 , a 2 = 9 j «3 +< J 4 , a ； = 9， a i+ i + a ,. +2 , 

…， 且 5( a , +2 ) < 5( a , +1 ). 于是存在自然数 n , a . 尹0,但 a , +1 = 0, 
且有 = U ,, a 2 ) (这是欧氏整区名称的由来 ）„ 

§3.7 域上的一元多项式环 

我们已经在高等代数课程中学习过数域上多项式环的理论。 一 
般域上多项式环的理论与数域上多项式环的理论是类似的^ 

设 F 是一个域^是一个未定元， FO ] 是系数在 F 中的 z 的多 
项式全体，其元素记为 / U ) =« o + a , x +-+ fl . x ", 这里 n 可以为 
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—切非负整数。 fDc ] 中两个多项式相等，当且仅当它们各项系数都 
对应相等，即若 fix') 一 a + + …十 a,y , g(x) ~ b-i + b x x + 

••• + b m aT ， 则 / Cr ) = g(x~) , 当且仅当 ot = ”， b, = a,(.i =^0,1,."， 
«)= FO ] 中的加法、乘法和数域上多项式完全类似，即若 / U )， 
如上，则如果 n ^ m , 那么 

/Cz) + = (a 0 十 6。）+ (a , 十 b x )x 4- •― + (a„ + b m )af 

+ a* +1 J^ +l + ― + a n x n , 

/(• r > • g (. x ) = < r 0 + c t x H - + c m + , x m+, , 

其中 

c t = <2* 办 o + + <2i_ 2 6 2 + … + a 0 b “ 

在上述定义下不难验是一个环。若 / u ) e pm , 定义 
deg / Cz ) 为 / Cr ) 最高次项的始 g [。若 / Cr ) =< j 。尹0,则 deg /( z ) =0。 
若 /( x ) = 0,规定 deg / Cr ) =— co, 于是有下列引理。 

引理 7-1 设则 

deg (/( jr )^( a :)) == deg f ( x ) + degg ( x ：)。 

证明同数域时完全一样，故从略。 

推论 7-1 F [ x ] 是一个整区。 

由于 Fb ] 是一个整区，因此 FO ] 有一个分式域，通常记为 
FU ), 其中元素的形状为^ (gM ^ 0), 称为 F 上的有理函 
数域。 

引理 7-2 给定 尸匕]中两个 多项式 /( X )， g ( x )， 其中 gU ) 关 
0,则在 FO ] 中存在 ？0 r ) 及 rU ) ，使 

/ Or ) — q { x ) g { x ) + r ( x ), 

且 deg r ( x ) <def gCr ) 。 
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证明尽管这个引理的证明与高等代数中类似命題相同，我们 
仍然写出证明 如下： 

若 deg /Ca：)<deg g(:r) ，则已不用再 H ,故可设 

fix) = a 0 + a# + …+ a m x m , 
gij：) = 6 0 + + … + 6.x", 

a„ ^ 0, b,^ 0, m^n, 

令 /iCr) = fix') — a m b~ x J^~ n g(,x), 

则 deg/,(x) < m — 1 0 

由对 /(：r) 次数的归纳法可假定 /,U) = +rOc>, 且 

deg r(z)<deg g(x) 。 

这样一来， fix') - aj ， z'x"-'gix) = g,0)g0) + r(x), 

因此 fix') = a m b~'x m ~'gix') 十 9 |( 1 ) 客 ( 文） + r(x), 

只需令 即得所要的结论。证毕. 

定理 7-1 FO] 是欧氏整区 a 
推论 7-2 是 PID。 

推论 7-3 FDr] 是 Gauss 整区。 

推论 7-4 f[x] 中任意两个多项式 /U) 都有最大公因子 

dCr), 且存在〆使 

d(.x) = i(x)/(x) 4 - t(.x)g(x) a 


F [ X ] 中的不可约元就是不可约多项式，即不再能分解为两个次 
数低于原多项式之积的多项式，的不可约元就是素元。 

推论 7 -S FDO 中任一多项式都可唯一地分解成为有限个不可 
约多项式的乘积- 

弓 I 理 7-3 FDd 中多项式 / Or ) 不可约的充要条件是 </&)) 是 
的极大理想。即不存在 Fb ] 的真理想 J 真包含 (/( d )。 

证明若 / U ) 不可约，且 /3(/( x )), 由于尸|>]是？113,因此 
J 可由一 个元生成，记 ( g ( x )) = J 。由 C /( x )) S ( g (. x )) 得 〆 x ) 丨 
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/ U )， 但这只有在茗 ( X 〉=^或多(：《:) = c / U ) 时才可能，这里 C 关0, 
c 6尸。当 «-( x ) 一 c 时， (. g (. x )) = FCr]i 当 g -( x ) = c /0> 时 
= if ( x )), 因此 (/( d ) 是极大理想。反之若 (/ U )) 是极大 
理想，假定 / U ) 可约，则 / Cx ) = 于是 /. U ) ^ 

c/Or) ^(AU))， 即（/(文)）匚（/ 1 (幻）。但</0))关（/ 1 (1〉），这 
与 (/ Or )) 是极大理想矛盾，因此 /( x > 不可约，证毕„ 

引理 7-4 设 R 是带1的交换环， J 是只的 理想且/弇 K ， 则 J 
是 K 的极大理想的充要条件为 fi // 是一个域。 

证明 设/是极大理想，则尺//只有两个理想:0及自身，因此 
及汀是一个域，又若《//是域，假设 J 是的理想且>/二》/，则由及 
的包含/的理想集与尺//的理想集之间的一一对应知 J = fl, 因此 
/是 K 的极大理想。证毕。 

推论 7-6 F |>] 中多项式 /( x ) 不可约的充要条件为 FlxV 
C /( x )) 是一个域 。 

例1设 F 是有理数域， — 则/■(幻不可约。令 
A — 2) ,即 A 为 x 3 — 2生成的理想，于是 FlxVA 是一个域。 
这个域里的任意一个元素可写为 fix) + A 的形状，这个域里的零 
元素是即所有能被/ _ 2 整除的多项式组成的理想. 

若 deg /U )^3, 则可用除法得到 

fix) = 9 (z)(z 3 - 2) +r(x), 
deg r(x) < 3, 

因此 / U ) + A = Kx ) + A , 也就是说中元素皆可写为 
/U) +A,deg /(x)<3 的形状，换言之 ,FlxVA 的任一元的代表 
元 素可取为次数不超过2的多项式：十 a〆 + <z 2 x*。 

例2设尸是最简单的域 F = Z z = {0,1} , P + x + 

1是尸上的不可约多项式(它在尸中没有 根〉, 现来求 F ^ 3 /( p ( x )) 
的全部元素。由于任一多项式除以 P 十 z + 1后余式的次数小于2, 
因此卩[1]/(户 U )) 中元的形状为以+ 办， a ,， a D ef 0 而共只 
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有两个元，因此只有如下几种可能性 i 这就是 

pm /(/* o ：>> 的^元素。 1 g 个域的恒等元， i 的逆元是 CTiy 。 

现在假定 s 是域 F 的扩张，即 F 是环 s 的一个子环 ( F 本身是 
—个域)且 f 的恒等元1就是的恒等元，设 s 也是一个交换环,《 
是 S 中的一个元素，令 F [ a ] = Uo + Oi « + — + a . M *| fl , e F , n 可 
为一切非负整数 }， 考虑 F 上的多项式环 F [>] — FO ] 的映射 7, 
a 。 +<! 〆 ■(—.+ a n x " -* a 0 + a，a + … + a , u n , 不难验证 F [«] 是 S 
的子环且 7 是 FDr ] 到 F [«] 的映上同态。如果免是一个同构，则称》 
是 F 上的一个超越元。若 K er ?#0, 则称《是尸上的代数元。当《 
是超越元时 ， A + + _•• + = 0当且仅当所有的〜= 0。当 
a 是代数元时 ， Ker 7 可由一个多项式 / U ) 生成，这时 f [ M ] ^ 
PM / C / U )), 且显然 /(«) = 0,即《适合 F 上的一个一元多项 
式。如 /( x ) 是一个不可约多项式，则 F [«] 是 F 的一个扩域,即包含 
F 的域。代数元、超越元的这种定义方式是经典定义的自然推广 

我们还可以定义多项式根的概念。设 n^e FM .5 中的元《 
如果适合 /(«) = 0,就称它为 / U ) 的根。若《是 F 上的代数元，则 
必有一个次数最小的首一多项式 /( x ) ,使《是它的根，这个多项式 
称为代数元《的最小多项式。最小多项式是唯一确定的。这是因为 
若 / Or )， gU ) 都是《的最小多项式，则它们首项系数都为1且次数 
相同 . 因此 / U )- 《( X )的次数小于 / Oc ) 的次数，但 / U ) — 
«<«) =0。由最小多项式定义即知只可能 / U ) _ gU ) = 0,即 
f ( x )= g ( x'K 

类似于数域上的多项式，一般域上的多项式也有下列引理 D 
-引理 7- S (余数定理）若 / O ) 6 F !>], a e 则存在唯一的 

办)，使 

fix ) = (x — a ') q ( x ') + /( a ), 

谈明由引理 7-2 得 


fix ) = (.x — a ) q ( x ) + r , 
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显然 r = 若另有 9 '( x )， 使 

fix') = (x — a 〉 g ’ Cr ) + /( a ), 

则 (.x — a)q'(x) + /( a ) = (x — a)q(x) + /( a ), 

因此 (x — a )[ g ( x ) — g f ( x )] = 0, 于是 工 ）= g '( z )。 证毕。 
推论 7-7 U - a )| (/ U )) 的充要条件是 a 为 / U ) 的根。 

定理 7-2 FDc ] 上的 n 次多项式 /( x )( n <0) 在域 F 中最多只 
有 n 个不同的根。 

证明 设 fli ， ^，…， a ， 是 /(^) 在 F 中的 r 个不同的根，作积 
g(x) = (x —ai)(x — a 2 ) — (x — a r ), 现对 r 用归纳法证明 /(•!) 可 
被 gU ) 整除。事实上当 r = 1时就是引理 7-5 的推论。现设/ ■ — 1时 
结论成立，则 

fix') = (x — a ,) — (x — a r _,) A ( x ), 

因此 /(< 2 r ) = ( a r — a ^ — Ca , — a r _,) ft ( a ,) 0 

但是 a r — a,T^ 0,故由 /( a r ) = 0可知， h{a r ) = 0,因而 h(.x~) = 

(.x —a,)i(x ) 0 于是 

fix) = (x — a,)--(x — a ,) i ( x >, 


即 r<n。 证毕 6 

利用这个定理可证明域的一个重要性质。 

定理 7-3 任意一个域的乘法群的有限子群是循 环群。 

证明设 G 是^的子群且阶有限， G 当然是 Abel 群，由 §2.5 
中的定理 5-3 知道, G 为循环群当且仅当 G 的阶 |G | 等于使每个^ 6 
G 有 = 1的最小正整数由于 0 別=1在任一有限群中都成立， 
故只要证明！ G| 即可。 现已有 |G|, 考虑多项式 /U) = 
，一1,它在 f 中至多有 m 个不同的根，因此于是 | G 卜 
m , 证毕。 

推论 7-8 任一有限域 f 的乘法群是一个循环群。 

比如 Z p ( p 是素数)的乘法群是阶为 p -1 的循环群。 
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习 题 

1. 设 /(X) = a 0 + a,x + a〆 * + …+ a,-,x"~' + x " , a ,- 6 J 1 *' 

(F 是一个域）， 《 > 0,作 F |>]/(/(: i :>)， 记 a = x + (/( x ))， 则 
f [ x ]/(/ U )) 中的任一元均可唯一地表示为下列形式 i % + + 
••• + ，夂 €• F 。 

2. 设 F = Q , fix') = 〆 + 3 x — 2,证明： FDrWb )) 是一个 
域，且将下列元素表示为 《 的次数小于3的多项式的 形式： 

(2 m 2 + a - 3) • (3 m 8 一 4« + 1); 

( a 1 — m 4- 4) -1 。 


这里 U = X (/ Cx ))。 

3. 利用 F = Z a 及多项式 x 3 + x a + l 构造一个由 8 个元素组成 
的域。 

4. 构造一个由25个元素组成 的域。 

5. 设 F 是一个由9个元素构成的有限域，，■ = {七，^， …， 
a ,- i } » 求证： =— 1. 

6. 设 f = Z ,， ？ 是一个素数, / Or ) 是 F 上的 n 次不可约多项 
式，求证 : FlXI /(/0 r )) 是由，个元素构成的域。 

§3.8 交换环上的多项式环 


在这一节中环 i? 始终假定是含恒等元1的交换环。 

现来定义 R 上的多项式环 KDc] 如下: 《[>] 是 R 上多项式 A + 
a x x + ••• + a n x n 的全体，这里 a,. 6 R, n 是非负整数。同尺是域时一 
样定义加法与乘法，于是 Rb] 成为一环。同样定义两个多项式 
fix ) - gM 当且仅当它们次数相等且对应的各次项系数相等。 
RDr] 就称为/?上的一元多项式环， x 称为未定元。 
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环 /? 上的多元多项式，可用归纳法来定义： 

RO” x 2 , … ， x r ] = i?[x, , x 2 , •••, 

对 Ri >] 中的元与上节一样可定义次数，且不难证明下列引理， 
引理 8-1 若 D 是一个整区，则 Z ) Dc ] 也是整区。 

推论 8-1 若 Z ? 是一个整区，则 DDr ,， 〜，…， a ] 也是整区。 
定理 8-1 设 R 是带恒等元的交换环， r 是一个正整数，则 
及!>,，〜，•••，满足如下的泛性 质:设 5是任意一个带恒等元的 
交换环#是《到*5内的环同态， ai ，〜，•••_ ^是 S 中 r 个元素，则 
必存在/?[；^， ： r 2 , …， _ zv ] 到 S 中唯一的环同态兵，使对一切 a 6尺有 
9 ( a ) = p ( a )， 且参 ( x ,) = / = 1，2，…，广。 

证明对 r 用归纳法。当 r = 1时，令 
9 + a x x + — 4 - a„x"') = 史 （《 0 ) + + ― 4 - ^>{a,)u\ 

不难验证多是 fiCr ] 到 S 内的同态，当多项式为零次时有多 （W = 
« 6 又多 U )=«, 由于 K [ x ] 由沢及 z 生成，因此符合要 
求的同态^唯一. 

现假设对^ — 1时结论正确，即存在 •••, x r i ] -»• 5, 
9 (-r.) =«,(<. = 1 ， 2. …， r — 1)- 穸 （ a) = p(a)，a 6 只，视沢 [ 文,， 

• r 2 ， …， x r ] = i ?[ x ,, —, x r -,][ jc ,], 利用 r = i 时的结论 p 可扩张为 
f ，使参 Cr r ) = k ,.， 而在 R |>_ ，上多 = ?5,故云 （ a 〉= p ( a ), 
a ^：R；f ( x ,) = <p ( Xi ) = u,,i = 1, 2, r — 1, 唯一性显然。证 
毕， 

推论 8-2 同一个环 R 上的两个/■元多项式环必同构^ 

证明设 x 2 , — , ； r r ] 及及|>]， _ y z , …，： y r ] 都是 i ? 上 r 个 
未定元多项式环，设？是及-»■及 Cyi ， …， > r ] 的同态： < p (. a ) = a , 它可 
以扩张为/；!>,，…，―, : y r ] 的同态 f 。同样 设卢是 況― 
Jr ] 的同态， < p (. a ) = a , 它也可以扩张为# , R [ jy , , •••, 
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x ,]。 又上述的 f ，卢适合：卢 ( x f ) = y it f (>,) = X lt 
由 此知祕 =1( 这里 1 表示恒等映射）。同理#=1，故参是同构。证 
毕. 

推论8~3设 /?[ x , , ••• , x ,] 是 I ?上 r 元多项式环， ff 是{1，2， 
…， r } 的一个置换，则存在唯一的 R [ x ,， …，的自同构 P ， 使得对 
—切 a 6及， ?< a ) — fl » fiXi ) — z , (i) , * = 1, 2, r 0 

i?[x, , •••, ： IV] 中元 wVz'# … jrlr 通常称为单项式，…， 
中一般元素的形状为 

2a, | .-; r ^ ， i'^ -,- ^r r ( 有限和）。 

现要证明这样一个事实中 两个多 项式相等的充 
要条件是每个单项式前的系数相等.事实上这只需证明 
…4 = 0当且仅当 = 0即可.这可用对 r 的归纳法 
来证明：当 r = 1时显然，设当 r — 1时结论为真，视 KDc ,， …， 厂] 
为/?[々，■"， ■ r p ~ 1 ][ jc ,]， 将2 w ’, 1 …/ 变为及[文,， …， " ZV - i ] 上 
的一元多项式= 0 o 由一元多项式的性质知 A , = 0, 
而' =归纳假设得 a ^- i , = 0„ 

利用多元多项式我们可以定义代数无关的概念。设及是 S 的子 
环(恒等元都是 I 且都交换），+, 6 5,我们有 R [ x , ，…，^] 

…， 《,] 的同态 将 x, .-»•!/;， a-*a (a 6 R). 这时，若 ？ 是同 
构，则称《,，•••，^是 R 上/■个代数无关元，否则称为代数相关元„ 
代数相关与代数无关可以看成是代数元与超越元概念的推广。显然， 
+，•••，《「在尺上是代数无关的充要条件是 

Da ,,..,, 〆 ? … m：t = 0 当且仅当 fl, v .., r = o „ 

若 ft 是域,则有如下重要定理。 

定理8~2设 F 是无限域(即元素个数无限），则对 F 上的任一 r 
元非零多项式 /( Ii ， 4，…， A ) 6 F [ x ,, x 2 , — , x r 2 Cx ； 为未定 
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元），必存在一■组元素 a t . ai , •••, a , € F , 使 /(〜， a 2 , …， a ,) 垆0。 

证明当时，由于一元„次多项式在 F 中最多只有》个 
不同的根，而 F 无限，因此必有 a 使 / U )7^0 o 现假定当 r — 1时结 
论成立，记 

/( xj , jtj , •••, x r ')= B a + B -, x r -\- Btxl J r — -\- B n x ' r ', 

这里 5,. € F [ x ,, x t , •••, x r _,] 0 不妨设 S , = B ,( xj , x t , •••, 
x r _!> # 0, 于是由归纳假设，存在 〜 ， a 2 ， …， a r - i ， 使 S . Cflj , a if 
…，屯 _,) 乒0。这样 

/(« i » « r - i , x r ) = B 0 U | , …， a r -,) +£ i ( a ,, •••, a r _ i)-^r 

+ … + B ,(. a x , •••, ^ 0, 

但这是一元多项式且非零，故有 t) r € ■使 /( a lt a 2 , …， a ,) # 0„ 证 
毕。 

下面要 ® 明这样一个重要事实 i 若 R 是 Gauss 整区，则 flb ] 也 
一定是 Gauss 整环， 

设是 Gauss 整区，则及中任意有限个元素都有最大公因子 D 
设 / Cr ) = a 。 十〜工+… + a m x ", 如果 a 。， a ! ， ••• ， a , 的最大公因子 
为1，则称 /0 c ) 是一个本原多项式。对一个不是本原多项式的多项 
式，可通过提取公因子的办法使它变成及的一个元索 c 与一个本原 
多项式的乘积. 

引理8~2设 R 是一个 Gauss 整区，/■是及的分式域且 / Or ) 是 
F |>] 中的非零多项式，则 /OO = rf l { X ' > , 这里 re F 且 /, U ) 是 
Rb ] 中的本原多项式。又，上述分解除了差一个的单位外痦唯一 
确定的 B 

证明设 /( x ) = a 。 + a〆 + …+ a . x ", a , € F ， a , 尹0,令 
a ； = CiK ', c ；, b , R , 又令 6 ■，则 bfix ) 6 i ?[ x ], 因此 

A / U ) - cf . U ), /,( x ) e ftH , 且为本原多项式。于是 / U )= 
r /,0) ，其中 r £ ^设 / O ) = SMx ), S e F , / z ( x ) 是 
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的本原多项式，则 5 = de ~ x , 这里 </， e 6 i ?» 因此 cAH / Jx ) = 
de _1 / 2 ( x ), cef x ix ) = bdftix ' i , 由于 ce 和*都是同 一 ■个多项式的 
最大公因子，故 ce 〜 bd ， /,( x )~/ 2 ( x ) e 令 W = « c <?， 《是5中一个 
单位，于是即有5 = 证毕， 

推论 8- 4 R 是 Gauss 整区，若 /(: r ) 与 g (> r ) 是 Rl >] 中的本原 
多项式，且设它们在 f [>] 中是相伴元，则它们在 RO ] 中也相伴。 

证明设/( X ) = ag ( x ), a #0， a € F , 由引理 8-2 知 a 是 i ? 
的单位，故 / Or ) 〜 〆 :证毕。 

引理 8~3( G aU ss 引理）本原多项式之积仍是本原多项式。 
证明设 fix ), 为本原多项式，但 AO ) = Kx ' tgix ) 不是 

本原多项式，于是存在《中不可约元(因而也是素元)户，使 f 不能整 
除 / Or ), 多也不能整除但夕 | A ( x )„ 又 f 是素元等价于及= 
R /(/0 是整区，因此 R |>] 也是整区。作只1>]**及1>]的同态 : 对《€ 
R , a -*- a = a + ip '), x -* x , 于是 / ( x )^ Cr ) = A ( x ) = 0。但 

/ U ) 关0, g (. x ) ^ 0, 这与 B |>] 是整区矛盾。证毕。 

引理 8-4 设 / Or ) e 农|>]， deg /( x ) > 0,且/(工)在 fi [ x ] 中 
不可约，则 / W 在孔 x ] 中也不可约，这里 f 是《的分式域„ 

证明由于 / U ) 在及 !>] 中不可约，故 / U ) 是本原多项式。若 
/( x ) 在/^ [ x ] 中可约： fix ') — ^( x )% Cx ),?}( x ) €■ FQr ]， 且 
deg ^( x ) >0,则 f ?( z ) = a ,/,( x ), a ； 6 F , 且 /. Cr ) 在 R [ x ] 中是本 
原多项式，于是 / U ) ^ a , a 2 / i ( x )/ 2 ( x ), 由上述引理知 
是本原多项式, / Or ) 与只差一个 K 中的单位。由于 
< i e g ，0) >0,故这与 / U ) 在 fib ] 中不可约是矛盾的。证毕 a 
定理8~3若是唯一分解环，则 i ?[>] 也是唯一分解环。 

证明设 / U ) £ « M , fix ) ^ 0,且 / Or ) 也不是单位，则 
fix ) = rf ,/,( x ), 这儿 d eft , /, U ) 是本原多项式。若 
0,則 /,(：>：) 不是单位。又若它不是不可约的，则 •AOO = 
/ n ( x ) 这里 deg /„( a :) > 0, deg /„( x ) < deg / i ( x )«, 显然 
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/ uk ) 仍是本原多项式，于是可不断做下去得到 f \ ix ')= q l (. x ') q 2 { x ') 
… g , U ) ,其中 gM 是 RDr ] 中不可约多项式^ 又若 d 不是单位，则 
d ='/> i / v “ A ， A 在尺中不可约，因而在及 [ a ：] 中也不可约，于是 
= P ' … P , hU 、 … q ‘ W ) 是一个不可约分解。接下来箱要证明这 
种分解的唯一性。首先设 / O ) 是本原多项式，则它的不可约因子的 
次数都大 于零- 如果 / O ) = 这里 

q ； ixW , U ) 皆为次数大于零的不可约多项式，由引理8-4,这些多 
项式在 F [ x ] 中也不可约，但尸 O ] 是唯一分解环，故 A = 且经过 
适当的置换后9心)'^(^)=再由引理8-2的推论可知，在只[1；]中， 
9. 0〉〜心 ( X )。 次设 / Cr ) 不是本原的，由于 /( x ) 的次数大于0的不 
可约因子是本原多项式，因此它们的积也是本原多项式 D 由引理 8-2 
的证明可知，对 / Or ) 的任意两个不可约分解 


/(• r ) = pi —^>./ i ( x )—/,( x ) - 〆 '••• p ’ m f \( x ) … f „( x ) ， 

有 P\—P> ~~ P'r ： P'm ， /|Cr)“./,Cr) 〜 / ， i(x)—/I(z), 

于是由 R 是唯一分解环以及刚才证明的 / Or ) 是本原的情形即得要 
证的结论，证毕 - 

推论 8- S 若 K 是唯一分解环，则 R [ a , 心， …， a ] 也是唯一 
分解环，特別，任一域上的多元多项式环都是唯一分解环。 

习 题 

1. 设/是 及的理想并设 /[ Xi ， …， ctv ] 表示， …，: zv ] 中系 

数都在/中的多项式全体，求证 J |>,， …，: c ,] 是及[^，…，的理 
想，且 …，，!>]//[>!， •”， x r "]^( R / n[.yif •••* 乂]，这里 

: yi ， …， >是只"上的未 定元。 

2. 令 /?< x > 表示尺上元素的无穷序列(和， a , 心，…)全体所 
成的集合,证明:尺<0：>在如下的加法与乘法运算定义下成为 一环： 
(flo* a, ， a 29 …） + (A 0 , b' ， b” •••) = (a 0 + b os a x + a z + b i9 
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•••)， u 0 , a ,, a 2 , —)(6 0 , b lt b 2 , •••)== ( c 0 , c lt c t , •••). c , = a 0 b , + 
+… +« A , 称为 R 上的形式幂级数环。 

3 . ■设 F 是无限域，若 JXx ,, j - r ) 6 ^[ x ,, ―, j -,], 
g(x t , ―, X,) 是另一多项式■•假定对…， aj 尹0的一切 (4, 
…， ti r ) 都有 /( a ,, ―, a r ) = 0,求证： /"( a ，…， x r ) = 0, 

4. 设及是 Gauss 整区， / U ) ei ? Dr ] 是首一多项式，尸是 i ? 的 
分式域，求 证: / Or ) 在 Fb ] 中首项系数等于1的因子必含于 R [^] 
中 。 

5. 若 D 是一个整区但不是域，求证 : D [>] 必不是 PID , 由此推 
出域 P 上的二元多项式环(更一般地多元多项式环)不是 
PID 0 这给出了 Gauss 整区不是 PID 的例子。 

6 . 设/?是一个聱区，则 i ?[ x ；) 中的单位必是及中的单位， 
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第四章域与 Galois 理论 

§4.1 域的扩张 

设 E 是一个域， F 是£的子域，则我们称£是 f 的一个域扩 
张，或称£是》’的扩域。 

我们已经知道，任何一个域都包含一个“最小子域”。在域的特征 
为零时，这个子域同构于有理数域;在域的特征为户时，这个子域同 
构于模/■的剩余类域这样的最小子域我们称之为素域。因此，任 
何一个域都是其素域的扩张=研究域的一个方法便是从一个较*■小” 
的域出发来构造较“大”的域，即它的 扩域。 

假定£是^的扩域,5是£的子集，记 FCS ) 为£的由 F 及 S 
生成的子域，即 E 的所有包含 F 同时也包含 S 的子域之交。若 T 是 
E 的又一个子集，则 F ( S ) ( T ) = F ( SL ) T ) 0 原因很简单，因为等式 
两边都表示£的所有包含 A 了的子域之交。特别，当 S 是有限 
集时，比如 S = { a ,, …， m ，}， 有 

F ( u l9 u k ) — F(«n ―, «*_!)(«*)， * = 2，3，…，《， 

如果 s 即 S 是单点集，则称 FU ) 为 F 的单扩张，元素《称为 

本原元 . 单扩张是最简单的扩张，我们现在来研究这种扩张= 

设^是未定元, Fb] 是 F 上的多项式环，记，[«]为£中《的多 
项式全体 JP 所有形 如“。 + «丨《 +…+ anu \ a t € F ) 的元素全体组 
成的子集，则不难看出，尸[«]是£的子环。现作的同态 
映射灼 

?>(/Cx)) = /(«). 
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则？是一个映上的环同态。由第三章多项式环的理论知道，当《 是 F 
上的代数元时 ， Kerf = g ( x ) 是 F 上的某个不可约多项 

式，且皆 F [«], 这时是域，因此 F [ a ] 是 
£的子域，子是 F [«] = F ( u ), F («) 中的元素可以写成为次数低于 
deg gU ) 的《的多项式。当《是 F 上的超越元时， F [ x ]^ F [«] ，这 
时 F [«] 不是£的子域，显然 F 00 是 F [«] 的分式域，即 Fiu ) = 

{^| /,■? 皆为 F 上多项式且 

通过以上分析我们可以看出 ：第一 ，给定 F 及 f («) 完全可以 
构造出来;第二，单扩张可以分为两种不同的类型。对一般的域扩张， 
我们也有两种类型，即代数扩张与超越扩张__ 

定义 1-1 设£是？"的扩域，若£中每个元都是 F 上的代数 
元，则称£是，的代数扩域或代数扩张。不然，就称£是^的超越 
扩域或超越扩张。 

我们将在后面几节中具体地来讨论代数扩张与超越扩张__现在 
我们先来看两个具体的 例子： 

例1 F = Q , 即有理数域 ， m = &，£ = 为实数域，则 
F («) = Q (^ T ) = {a + b^J + cYT \ a , b , c 均为有理数 }, 

例 2 F = £ = C , 即复数域,则 

QC /^ T ) = + 6 均为有理数 h 

例 3 F = Q , E = R , u = n , 由于 ? r 是超越数，因此 Q (> r )= 
(^| /. ^ 为有理系数多项式且 

例1、例 2 都是代数扩张，例3是超越扩张。 

我们再从另外一个角度来考察域的扩张问题„设五是 F 的扩域，则 
£可以看成 是尸上 的线性空间,£中元素作为向童。向量的加法即是£ 
作为域的加法， F 中元对£中向量的纯童乘法即等于£中元素的乘法 
(注意 F 是£的子集 ) B 通常记 [£: F ] 为五作为 F 上线性空间的维数。 
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如果 [£ s F ]<~, 则称 E 是 F 的有限维扩张或简称为有限扩张;若 
[ £ i F ] = oo , 则称£：是 F 的无限维扩张或称无限扩张。 

若£是 F 的扩域, K 是£的扩域，则有下列重要的维数公式。 
定理 1-1 W ] 有限的充要条件是 [ K : £] 与 [ fi : F ] 皆有限， 

这时 

[K:F] = [K s £] [E ; FJ a 

证明设[欠^]<^，由于£：作为 f 上线性空间是 K 的子空 
间，因此[£/]<%另外，若设〜巧，…，〜是 K 作为尸线性空 
间的基，则 K 中任一元素皆可以表示为…， h 的 F 线性组合，而 
厂二五，因此这同时也是一个£线性组合，这表明 [K：EJ < 
[ K . F ] < co 。 

反过来，设 [ K : 幻与 CE : F ] 都有限，设 K/E(BP K 作为 £ 线性 
空间〉 的基为 U ， …， > U ，£/ F 的基为（户,，户2， …， / U ， 令 

尺，则= 2 a - Vi , 其中 * 弓对每个見，又有 a , = b,i ^ 

i = 丨 * = I 

f ， 于是 z S 1>^,，这表明： K 中任一元都可表示为 {fiM 

> 1 

/ = 1，2 ，•••， q i * 1，2， •••， m } 的 F 线性组合。若2 = 

i-) 

o , o , eF , 则由于>,， …， 《 u 是 k /£ 的基，故»,内= 

0对任 一 ；成立。再由{片 ，…， f ^} 是 E / F 的基得 Q = 0对一切 D 
成立。由此可见 { Hi^i I I == If ***1 «； j = It "*» rn } 构成 K/F 的 一 
组 基,， 显然 CK ： F ] = [ A ：：£] W ]。 证毕。 

推论 1-1 若 FGEGK ， 且则 [£: F ] 及 [ K : £] 
都是 [ K : F ] 的因子。特别，若 LK : F ] 为素数时，则在 K 与 f 之间没有 
其他的子域。 

单代数扩域与有限扩域有着密切的关系。设五是 i •'的扩域，《 
是 F 上的代数元，则《必适合一个 F 上的首一多项式 g ( x ), 若 gCr ) 
是这类多项式中次数最低者，则称之为《的最小多项式或 u 的极小 
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多项式 。 《 的极小多项式实际上就是我们前面所谈到的同构式 
Fix '}/ (容 U )) ^ F [«] 中的 gU ) (只要除以一•个 F 中元素，即可使 
gOr ) 变成为首项系数为1的多项式 h 事实上，由扒= 0即知 
g ( w ) = 0。又若 A (: c ) 是1/的极小多项式，则由多项式除法，将 
g(x) = h{x~)q{x) + r ( x ) 代入“得 r ( a ) = 0 。 而 r ( x ) 的次数比 A ( x ) 
更低，因此必有 rU ) = 0,否则将与 AU ) 的极小性相矛盾。这表明 
g(x) = h(.x) q(x ) c 但客 (; c ) 是不可约多项式，因此 g ( x ) = chOr )， 
ceF a 现在由于 A 都是首一多项式，故 gU ) = ACr )。 从这里我 
们得出一个结论:代数元《的极小多项式必是不可约的 。有了 极小多 
项式的概念，我们可以证明如下的结果。 

定理 1-2 设£是，的扩域，若《是左中的元素且是 F 上的代 
数元，其极小多项式为反⑺，则 [ FW ] 有限且等于 deg g ^) 0 S 
之，若则《必是尸上的代数元„ 

证明设《是厂上的代数元，则由前面的分析知道 *’(《) = 
F [ a ] 中任一元具有形状： a 0 + a】a + …+ , n = deggUO , 

这表明 FU ) 中元 1, « ，…， 《•— 1 张成 F 线性空间 F («)。 又 
因为《的极小多项式次数为《，故1，《,•••， V 1 是线性无关的，即是 
f («) 作为 F 上线性空间的基，因此[^(«)^] = deggCx ). 

反之，若 [ F ( m )： F ] = » < 00，则《 + 1 个元 1， K ， •••，《-必线 
性相关，即存在不全为零的 F 中的元素叫， a ,， …， ■，使•^ + ■2 〆 + 
…这表明 M 是一个代数元。 这时〜 必不为零，否则《的 
极小多项式次数将小于《，由上面的证明可知将有 [£/]<〜 此与 
[£: F ] 的假定矛盾。因此将上述多项式两边除以〜，即得《的极 
小多项式，证毕。 

推论 1-2 有限扩张必是代数扩张。 

注从前面的论证不难看出一个代数元的极小多项式是唯一确 
定的。 

最后我们证明下面的 Steinitz 定理，它从一个侧面反映了研究 
单扩张的重 要性。 
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定理 l -3 (Steinitz 定理）设£是 f 的扩域且[£,^]< ~，则 
E = F ( u ) 的充要条件是 E 与 F 之间只有有限个中间域。 

证明 设五=^(«)且尺是中间域，令《在厂上的极小多项式 
为 /( d ,在尺上的极小多项式为，在中做 除法： 
fix ) — gix ' iqix ) + r ( x ), 

由 g(.u~) = 0及 /(«) = 0得 K «) = 0»但 degrU ) < degg ( x ), 因此 
必有 rU ) = 0,即设是由 F 及 g ( x ) 的系数生成的 
E 的子域，则&£尺。显然《在^上的极小多项式仍是 gU )- 但 
E =/ C ( a ) = K 1 ( m ), [£ s ^] = degg ( x )= [五 〆 ’]。再由 Q K 
知 [£ : K ，] = [ E : K ] [尺:尺，]。于是 = 即 K = 这说明 
£与尸之间的中间域必是 / W 的首项系数为 1 的因式(在 JEO ] 中） 
的系数与 F 生成的子域。显然这样的子域只有有限个^ 

反过来，设£, P 的中间域只有有限个。若 F 是有限域，由于 
[ E . F ]< oo , 因此£:也是有限域的非零元 £— 组成的乘法群是一 
个循环群(参见第三章），其生成元记为则£ = FU ) 显然成立。若 
F 为无限域，则这时只要证明 FU , 4必有本原元即可，这里《, v 是 
£中任意两个元素。考虑子域 FU + 砂)， aef 。 由于£, f 的中间 
域只有有限个，而 F 是一个无限域，故必存在6# a ,使 F( M +似）= 
f(a + 如)，则 

v « (a — b)~ l {u + av — u — bv ) G F(u + flv )» 
u — u + av — av ^ F(u + av ) 9 
因此 FU + 处） = F ( u , 证毕。 

习 题 

1. 设 S 是有理数域 Q 的扩域，《6£是0上代数元，其极小多 
项式为 X s — 2,试# ( a 8 + 1)(« 3 + 2« + 1)_(« + I ) -1 表示为次数小 
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于 3的《 的多项式， 

2. 设“ = cos 音+ isin ■，求 [ Q ( a ) : Q ] 及 m 的极小多项式。 

3. 设《是 F 上的代数元且其极小多项式为 gU )， 又若 / U ) 是 
F 上的多项式且 /(«) = 0,则 gCr ) 必是 / Oc ) 的一个因子。 

4. 若 S = F («) 且《的极小多项式的次数是奇数，则£ = 
W )。 

5. 设艮“=1, 2) 是尺的包含子域 f 的子域，且[在: 

证明：若五是由&及£ 2 生成的 K 的子域，则 [£: F ] < 
[£,: F ] [£,： F ] 0 

6. 设£是 F 的扩域是 f 上的代数元，又对任意的: y € 
FM , 令 n(jO =町，则:^是尸(《)作为 F 线性空间的一个线性变 
换,试证： det - 7\)就是《在 F 上的极小多项式，这里 J 为恒等 
变换。 

7. 设£ = ■?(«), «是尸上超越元，若 KF 且尺是£/尸的 
子域（即£的包含 F 的子域），则 a 必是 K 上的代数元. 

8. E 是 F 的扩域， a , b ^ E , 它们都是 F 上的代数元且它们的 
极小多项式的次数分别为 m 及《，假定 （ m ， = l ,^ vE ： lF (. a , b ), 

f，] = mn 。 


§4.2 代数扩域 


定理 2-1 设£是，的扩域，/：是£中所有 F 上代数元的全体 
组成的集，则 K 是 E 的子域^ 

证明 设《,沒是 F 上代数元，只需证明 ^ 十札 
都厲于 A： 即可，由定理 M 知： 

[F(« ， /3) ： F] = [F(«, /3) ； F(a)] [F ⑷ : F], 

由于《是代数元，因此 [FC«)：F]<^ d 另一方面，沒是£上的代数 
元，它适合/^上的某个多项式 gOr )。 由于因此0也适合 
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F («) 上的多项式 S ( x )， 即 i 9 是 F («) 上的代数元，因此 [ F («, /3)： 
F («)] = [ F ( a ) (卢).^(«)] < ~。于是 [ F(a + 幻< [ F ( a , /?)： 
F ]< oo , «十沒是 F 上代数元„同理 fl — 沒，#，^^都是 F 上代数 
元,都属于这就证明了尺是£的子域。证毕。 

推论 2-1 两个代数数的和、差、积、商仍是代数数。 

虽然单代数扩域必是有限扩张，但一般来说，代数扩域不必是有 
限扩张，比如有理数域上的代数元全体即代数数全体是有理数域的 
代数扩张，但不是有限扩张。事实上对任意的《，由 Eisenstdn 判别 
法知，有理数域上的《次多项式/一 2是不可约的，因此代数数域在 
有理数域上的维数不可能是有限维的。如何判断一个代数扩张是有 
限扩张，我们有下列定理。 

定理 2-2 设£是尸的扩域，则下列命题 等价： 

(1) [£ ： F] < oo. 

(2) 存在 E 中有限个代数元 w ,, w z , …， a , 使£ = F (_ ui , u z , 
…， 此时, ■£ 必是 F 的代数扩域。 

证明 （1) 令 （2): 设[£彳]=«且£作为 F 上线性空间的基 
为《1，《:，•••，《，，由于对每个 i , F («.) 是£的 F 子空间，因此 
[ F ( iti )： F ] < «=, 是 f 上代数元。显然, f(«,， 《 2 ,…， （O = £。 

不难看出这时£中任一元都是 F 上的代数元。 

(2) 令 (1 )： [£ S F] — [F(«,, Mj, ―, ―, 

[ F ( u ,, «,_ 2 )]—[^ ， ( ai )：^']» 对任 一 *•，Mi 是 F 

上的代数元，因此也是夙〜 ，…， 上的代数元(参见定理 2-1 的 
证明），故―, Ui ' t -. FiUx ， OO , 于是 [■£:■?]< OO 。 
证毕。 

代数扩张有传递性，即下述定理成立。 

定理 2-3 若£是，的代数扩域， K 是 E 的代数扩域，则 X 是 
F 的代数扩域。 

证明只要证明 K ■中每个元素都是 F 上的代数元即可。设 
/ C , 则 a 是 E 上的代数元，记 gCr ) = c 0 + c , x 十… + x " 是 o 作为£ 
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上代数元的极小多项式，其中 c 。， C ,， …，现作 


K' = F(_c a , c,, ―, c,_i), 

则显然《也是欠'上的代数元。但由于 c 。，^, …， c „__, 都是 F 上的代 
数元，故由定理 2-2 知 [ K ': F ] < oo , 于是从 K ， ⑷即可推 
出： [ F («)： F ]<[ K ，（《), F ] =[尺<⑷ < oo 0 这就说明 
了《是 F 上的代数元。 证毕。 

推论 2-2 设£是？的扩域，尺是£：中 F 上代数元全体组成的 
子域,则任何 五中尺 上的代数元仍属于 K 。 

定义 2-1 设£：是^'的扩域,尺是£的子域又是，的扩域，若 
K 是 F 的代数扩域且任何 K 在 E 中的代数扩域均与 K 重合(即 K 
在£ :中 无真代数扩张>,则称 X 是 F 在£；中的代数 闭包。尺 也称为 
在£中是代数封闭的- 

由定理 2-1 及定理 2-3 可知，域 F 上代数元全体构成的£的子 
域就是 F 在 E 中的代数闭包。应当注意，上面的代数封闭概念是一 
个相对的概念，通常我们所说的代数闭域和代数闭包的定义如下所 
述。 


定义 2-2 设是一个域，如果 K 无真代数扩张，则称 X ■是一 
个代数闭域- 

定义 2-3 设尺是 F 的扩域，如果尺是 f 的代数扩域且尺是 
一个代数闭域，则称 K 是 F 的代数闭包。 

定理 2-4 设尺是一个域，下列命题 等价： 

(1) K 是代数闭域 f 

(2) KDc ] 中任一不可约多项式的次数等于1; 

(3) A ： b] 中任一次数大于零的多项式可分解为一次因子的乘 
积 f 

(4) KDc] 中任一次数大于零的多项式都在 K 中至少有一个根^ 
证明⑴=> ⑵：设 Wdexo ] 是一个不可约多项式，则 

g ( x ) 决定了一个尺的代数扩域£：且 [£： X ] = deg 客 Or ) 。 但尺 是代 
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数闭域，故 E = K , degg(z) = { E , K ~\ = 1 0 

(2) => (1): 设£是尺的代数扩张，令 aeE, a 的极小多项式 
发 ( 工 ) 为一次式，即 g(.x) = x — a, 因此 a €尺，即 E = K, 

其余命题的等价性显然。证毕^ 

由代数基本定理知,复数域 C 是一个代数闭域。 

定理 2-S 设 K ■是代数闭域, f ■是其子域，则 F 在 K 中的代数 
闭包 F —定是代数闭域， F 也是定义 2-3 意义下 F 的代数闭包。 

证明设 / U) 是 F|>] 上的多项式，由于 K 是代数闭域，将 
/U) 看作是尺上的多项式，它至少有一个根*在尺中。由于《是戶 
上的代数元，由定理 2-3 的推论可知于是由定理 2-4 知歹为 
代数闭域。证毕。 

由此可知，代数数全体是一个代数闭域，它也可以看成是有理数 
域的代数闭包。 

任何一个域的代数闭包是否存在?从上述定理可以看出，只要我 
们能够证明任何一个域都是一个代数闭域的子域就可以知道它必存 
在。这个事实是对的，但是它的证明要用到集合论中的 Zorn 引理。我 
们略去其证明而将命题叙述如下。 

定理2-« 任何一个域都有一个代数闭域作为它的扩域，从而 
任何一个域都有代数闭包。 

一个域的代数闭包在同构意义下是啤一的，即有如下 定理。 

定理 2-7 域 F 的两个代数闭包设为 £,&E S ，则必存在同构映 
射，使 f(fl) - a 对一切 a ^ F 成立。 

我们同样略去其证明。有兴趣的读者可参阅 N. Jacobson 撰写 
的 《Basic Algebra 》 第 I 卷第八章，那里有上述两个定理的简洁证明。 

习 题 

1.若》1， …， 《»是 F 上的代数元，求证：,[«!，•••，《_] = 

F ( u l 9 …， a ,)。 
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2. 设五是 F 的代数扩域，证明 :£/ f 的任一子环即 £ 中包含 F 
的子环都是子域。 

3. 设 S 是 F 的扩域, S 是£中 F 上的代数元集，证明, FCS ) 是 
F 的代数扩域. 

4. 证明:实数域的代数闭包为复数域，又问， 

(1) 代数闭域必定为无限域？ 

(2) 若1关 [£, F ] < oc ,£ 是否可能是 F 的代数闭包？ 

5. 设 s = yr , -/ j , …），即由有理数域 q 及 

所有正素数的平方根生成的实数域 R 的子域，求 证: E 是 Q 的无限 
代数扩域.问:£的代数闭包是什么？ 

§4.3 尺规作图问题 

在这一节里我们将应用代数扩域的理论来证明古希腊数学中的 
三大几何作图难题，即三等分一任意角问题.立方倍积问题、化圆为 
方问題用直尺与圆规作图的不可能性，并给出尺规作图可行性的一 
般理论， 

我们先来分析一下几何作图的 过程- 平面上的一根直线由两点 
完全确定，平面上的一个圆可由圆心以及圆周上一点决定，因此_个 
已知的几何图形可以用平面上有限个点决定。这有限个点对应于复 
平面上有限个复数，记为 21 ，^不失一般性，我们可设 a = 
0, z z = l (通常至少已知两个点 h 作图的过程可以用归纳法描写如 
下:记 < Zl , 〜…， 2„}， C a 是复平面 C 的子集，它包含匕以及 
由 C , 中的点经过下列步骤而得到的点《 

(1) 经过 Ci 中任意两点的所有直线的 交点； 

(2) C , 中任意两点决定的直线与以 C \ 中的点为圆心、{:,中任 
两点之间的距离为半径的所有圆的交点； 

<3)以(^中的点为圆心、两点间距离为半径的所有圆的交点。 

一般地若已知 C *, 则 C ,+, 就是 C 中包含 C * 的由 C * 中的点决定 
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的直线与直线、直线与圆以及圆与圆的所有交点构成的子集。这样， 
我们得到一组 C 的子 集链： 

C 】 SC 2 QC 3 C …。 

令 s = Dc ， S 就是可从已知集 C , 出发用尺规作出的所有点。因此 
1 = 1 

判断一个几何图形是否可用尺规作出，只要看决定它的点是否落在 
S 里面。这里需要说明的是,复平面 C 上的所有形如 a + 6^1的 
点(其中 a ，6是有理数)都落在 S 中，即 S 在 C 中稠密。在几何作图 
中，有时需任取一点或任取一线段，由于 S 的稠密性，我们可用取 
中的点以及 S 中点决定的线段来代替。 

现在我们要证明下列结论。 

结论 3-1 

(1) 集是复数域 C 的一个 子域； 

C 2) S 在共轭与平方根下封闭，即 S 中任一元的共轭元及平方 
根仍在*?中》 

(3) S 是 C 的包含已知元索 21 , 心且在共轭与平方根下 

封闭的最小子域。 

证明设 h / es , 由于 s = uq , c ; qc ;+1 , 因此我们不妨设 
它们都属于用平行四边形法可作出 Z + /, 即 z + d e 义若 
z = r(cos 6 + ■/— lsin d ) , z ' = r 1 (cos ff + ■/— lsin 矿），则 《：’ = 
^(cos (d + ff ) + / ^Tsin (沒+疣 ））， 由于 rr ' 可用尺规作出，角 
e +& 也可用尺规作出，因此，一 es 。 同理可证若 e s , 
这表明是 c 的子域，这就证明了 （lh 

若已知 z ，则其共轭元5显然也可用尺规作出 如记: ^ = 
r(cos d 4- lsin /?)，则 a 1 " = r 1/2 | cos 音 + V ~ lsin 音卜由 

可用尺规作出以及一个角可用尺规二等分可知这就证明 
了 (2)。 
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现设: r 是 c 的包含元素 & ，…， c ， 的子域，且: r 在共轭与 

平方根下封闭，我们要证由于故只需归纳地证明 

每个 c , cr 即可。显然 c , G 7\ 现设 c * cr ， 要证0 +| ^7\首先 

我们注意到由于 一 1 e r , r 在平方根下封闭，故又因 

为7•是域，所以|€7\若2 =工+^1^€7'，7'在共轭下封闭， 

则芝 e r , 于是 x = + 2 ) ， ;y = 皆属于7\这 

2 2 /=1； 

样， C * 中两点决定的直线如用 Descartes 平面上的方程来表示，就是 
—个系数 属于了 的线性方程式。两个系数均属于 r 的线性方程式解 
的坐标也仍属于7\这表明由 C f 中的点决定的直线的交点仍属于 
T . 同样，由 c * 中的点决定的圆可以用系数在 r 中的二次方程来表 
示,这样圆与直线的交点、圆与圆的交点仍在 T 中(注意了在平方根 
下封闭），这就证明了 c , +1 Gr , 至此结论 3-1 得证。证毕。 

接下去我们要证明一个尺规作图可能性的判别定理，为此先引 
进平方根塔的概念。 

定义 3-1 设 F 是复数域的子域，若 F 的扩域 F ( Wl , « 2 ，…， 
K .) 适合条件 : 《f 6 F , 6 F («,, a 2 , ―, 对 i _ = 2，…，《成 
立，则称 f ( ai , « 2 ，…，为 F 上的一个平方根塔。 

换句话说， F 上的平方根塔是由 F 经过有限次添加已知域中元 
素的平方根得到的扩域. 

定理 3*1 设已知点 z 】 ， a ： 2 ， …， z ,， 令 F = Q (. z , , •••, z.f z [, 
_•‘ ，瓦），则复数2可由 A , ^ A 用尺规作出的充分必要条件是 
z 属于 F 上的某个平方根塔。 

证明设 S 是可用尺规作出的所有点的集合，另设 T 是 F 上所 
有平方根塔中所有元素的并集。设 e r , 则: r 属于某个平方根 
塔 F ( Ml ，…， u 丄 /属于某个平方根塔/ 《'*), 则2 + ^， 
假定*关0)均属于平方根塔 FU , ，…，《„, …，«' 4 ), 

因此了是 C 的子域且包含 2 l , 々，…，心。由7：的定义知了在平方 
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根下封 闭= 又因为 F = F ， 故 FU ,，..，，“,）= F ( m 7， H ；)， 而 
( S ；) 2 =( SF ) dfIF ( S 7, h , S ；) 也是一个平方根塔，因此 7 •在共轭下 
封闭。由前而的结论 3-1 中的 (3) 可知 Sir , 即任一可作出的点必 
属于 F 上的某个平方根塔。这就完成了定理的证明。证毕。 

下而的推论给出了判别一个点可用尺规作出的必要条件，它在 
实用上是很方便的= 

推论 H F = Q ( Zi ，… ，以 K ) ,若复数 z 可用尺规 
作出，则 z 必是 F 上的代数元且其极小多项式的次数等于2的幂， 
证明由的可作性， z 必属于 F 上某个平方根塔 F ( Ml , 

«„)， F ( z ) 是 FU !， …，<0的子域，因此 [ FU ): F ] 是!>(«,，‘■■， 
“■^:^^的一个因子。但 < £ F («,, …，，因此 [ FCli !, — , M ,0 i 
Fiu lt <2,于是 [ FU ,, …，等于2的某个幂，它 

的因子 [ F ( W ] 当然也是2的幂 D 而由§ 4. 1中的定理 1-2 可知， 
[ FW ] 就是: r 的极小多项式的次数。证毕。 

下面我们来讨论几个著名的作图问题，在这几个问题中只需已 
知两个点即可„因此我们不妨设 A = 0, ^ = 1，这时 F 

例1三等分一个任意角.我们只需证明60。角不可以用尺规三 

等分就可以了。一个60°角虽然需要三个点来决定，但点 | + 

显然可用尺规从已知的两个点0与1作出，故仍设 F ^ Q a 

要三等分60°角，相当于作出点 Z = /=1 s i n _|，或等价于 

作出点 cos f 。但由三倍角 公式： 

cos Zd =« 4 cos 3 $ — 3 cos d 

知 cos y = 4 cos 3 音 一 3 cos 号， 

即 COS f 适合方程 式:. 
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或 

8x 3 — 6x — 1 = 0» 

多项式 8 x 3 - 6 x - 1 = (2 x ) 3 - 3(2 x ) — 1，因此如证明了多项式 
y -3 y - 1 是不可约多项式，则 8 x 3 -6^-1 也是不可约的。而 
y -3^ - 1是一个3次多项式，不难验证它无有理根,故为不可约， 

于是分 一 一 | 就是 cos | 的极小多项式，它的次数等于夂由 
定理 3-1 的推论 3-1 知它不能用尺规作出，这就证明了用尺规三等 
分60°角的不可能性。 

例 2立方倍积问题 :要作 出正方体使其体积是已知正方体的2 
倍。若设已知正方体边长为1，则要求作出长为 XT 的线段.显然 
在 Q 上的极小多项式为/一 2,它的次数等于3,不是2的幂， 
故它不能用尺规作出， 

例3 化圆为方问题 : 要作 出一个 正方形使它的面积等于一个 
已知圆的面积。设已知圆的半径为1,则要求作出商积等于 t 的正方 
形，或等价于要作出数来 • 但《■是一个超越数，因此也是超 
越数(因为任一代数数的平方仍是代数数） • 由定理 3-1 推论 3-1 知 
也不可能用尺规作出。 

例 4正多边形的作图问题。我们在这里只讨论素数边形的作 
图问题。设/>是一个素数。显然一个正 p 边形的作图问题等价于要 

作出点 z = cos y + 适合多项式 P — 1 = 0 ,而 

- 1 = (z - 1 )(?叫 + V 2 ^ - hi), 

于是 z 适合一个多 一1 次多项式 分 _ 1 + ： r^ s + .. •十1 。 由 Eisenstein 
判别法不难证明这是 Q 上的一个不可约多项式，即是 z 的极小多项 
式。若这个正户边形可用尺规作出，则户 一1 = 2*, 或户= 2* + 1。从 
这个结论我们立即可推出正七边形、正十一边形等均不能用直尺与 
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圆规作出，因为这些素数都不能写成 2* + 1 的形状。 

我们还可以进行更深入一些的讨论，设上述；6含有一个奇数因 
子，比如 A = 其中"是奇数，则 

2* + 1 = 2垆 + 1 = (2下 + 1 =⑵十 1) …， 

即这时 f + 1是一个合数。因此要使 2* + 1是素数， A 必须具有形状 
2\ 形如2 21 + 1的素数称为 Fermat 数。 Fermat 曾猜测形如2 2 ' + 1 
的数都是素数 . Euler 指出这个猜测不成立，因为# + 1是一个合 
数。当 i , 2 , 3 , 4时，2^ + 1确实都是素数，它们依次为:3, 5, 
17, 257, 65537,这是迄今为止人们所知的全部 Fermat 数。有人猜 
测这是仅有的五个 Fermat 数，但至今未能证实，也未能否定^现在 
我们得到了一个正 P 边形可用圆规、直尺作出的必要条件是0是一 
个 Fernet 素数。事实上，这也是一个充分条件，但我们在本节中不 
再作进一步的讨论 D 我们将在§ 4. 9中证明正《边形可以用直尺与 
圆规作出的这个充分条件。对已知的五个 Fermat 数,正多边形的作 
图都已有人具体地构作出来。比如正十七边形的作法是 Gauss 19岁 
时的惊人之作，而正25?边形及正65537边形虽然已有人作了，但因 
无什么重要价值而只配放进博物馆供人欣赏. 

习 题 

1. 证明: f 可用尺规三等分， 

2. 证明:54°角可用尺规三等分„ 

3. 证明:正九边形、正十三边形均不可用尺规作出。 

4. 试证: 正十七边形可用尺规作出。 

§4.4 分裂域 

在这一节里，我 们要研 究由某个已知多项式 / U ) e f [ x ] 所决 
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定的扩域。在这一扩域中, /(X) 可以分解成为一次因子的乘积。也就 
是说,多项式 /(X) 的根全落在这个扩域之中。为此，首先要回答这样 
—个问题 :给定 多项式 / O ), 能否找到一个扩域使 / U ) 在这个扩域 
中至少有一个根?这个问题利用我们已经学过的知识，很容易予以肯 
定的回答。 

引理 4-1 设 /( W 是域 F 上的多项式且设 / Or ) 不可约，则必存 
在 F 的一个扩域£，使/(^)在£中至少有一个根， 

证明令 fi >] 是 f •上多项式环，作商环尸 [>]/(/( x ))。 由于 
/ U ) 不可约， F [>]/(/ Oc )) 是一个域，记之为 £ ，因此作 £ 的映 
射 I 即将 F 中的元 a 映为常值多项式 a 代表的等价类 
« + </( x )) 0 不难验证这是个域同态，故是一个单态。因此我们可以 
将尸看成是£的子域，即£是？的扩域。 

令 

fix) = a 0 + + …+ a H x", 

则 fix ') — 0(在 £ 中），即 <2 0 + (2 〆 + ••• + = 0,亦即5 0 + 5 jX 

+…+ 5„ x * = 0。这儿2 =工+ (/(；«：))，因此2适合 <2。+<^1十… 
= 这说明5是 / Or ) 的一个根„证毕。 

推论 4- l(Kronecker 定理） 设 / Or ) 是域 F 上的次数不小于 1 
的多项式，则必存在的扩域 E , 使 /( x ) 在 E 中至少有一个根。 

定义 4-1 设 / U ) 是域 F 上的首一多项式,£是^的扩域，适 
合条件： 

a ) / U ) 在 £!>] 中可以分解为一次因子的乘积,即存在 r , e 
£(:• = 1 ， 2，…， 《) ，使得 fix') = Cr — f,) (Z — r 2 ) …（: T — r,); 
(2) E = Fir ,, r lt —, rJ , 

则称 E 是多项式 f ( x ) 的分裂域。 £ 可以看成是 F 添加了 /( x > 的根 
n ， …，匕的扩域。 

由定义我们可以看出£是使 /( x ) 分裂为一次因子之积的 F 的 
“最小”扩域。 
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用数学归纳法及 Kronecker 定理即可证明分裂域的存在性 8 
定理 4-1 中任一非零首一多项式均有分裂域。 

证明设 / U ) 是 F |>] 中非零首一多项式，现将 / U ) 分解成不 
可约因子 之积： 

/(x) = /j(x) / 2 (z) ••• /i(jr)» 

设 deg / U ) ，现对”一々用数学归纳法„ 

若《 —々= 0，则*=«,每个 / ; ( x ) 必是线性因于，于是 F 就是 
/( W 的分裂域， 

对 n 4 > 0,这时至少有一个 Ux ), 不妨就设力 U ) 是次数大 
于1的不可约多项式，由 Kronecker 定理，存在 F 的扩域 / C ， /, (. x ) 
在 /C 中有根，记为 r , 则 /,( z ) = ( z - r ) A ( x ), 其中 Mde / CDr ], 
于是在 KO ] 中， 

/(x) = (J — r)A(jr)/ 2 Cr).../»(>r) • 

这时如将 /Or) 作不可约分解，并设不可约分解的长度为 /, 则 
n - l < n - k , 于是由归纳假设(将 /( x ) 看成是域尺上的多项式）， 
存在 K 的扩域£，它是 / O ) 作为 A ： 上多项式的分裂域„设在芯中 

fix ') =■ (x — r ,) (ar — f 2 ) …(工一 rj , 

由于 r 是 / Or ) 的根，因此必有某个〜不妨设 q = r D 下面只需证明 
E = F (. r lt r t , ―, r ,) 即可。 

因为£是 /( x ) 作为 K 上多项式的分裂域，故有 
£ = K (_ ri , r z , ―, r „), 

从引理 4-1 的证明以及§ 4. 1开头的说明我扪知道 K = F ( r ), 于是 
利用 r = r , 可得： 

E = K ( r lt r t , ―, r «) == F < r )( r ,. r t , r „) 

= F (. r lt r 2 , …， r „) 0 
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证毕。 

注任一多项式 / U ) 的分裂域£/尸(即表示 / o ) 是 F 上多项 
式)必是有限维的。事实上，这时 E = F ( r ,, …， rj , 其中每个 r , 

都是 f 上的代数元，当然也是 F ( n , …，上的代数元，于是 
[F( 。 ， … ， r^.Fir^ ―, r—')] < co, 

由维数公式 即得： 

[ f ( r ,, ―, r «) 8 f '] = [ F ( r t , •••, r ,_,)] 

… [fOJ sF] < 00 。 

定理 4 -1 肯定了多项式分裂域的存在性,接下来一个很自然的 
问 题是: 它是否唯一？我们将证明,在同构的意义下它是唯一的，从 
唯一性的证明中还可以得到一个重要的结论,它将在以后几节中起 
着重要的作用。为了证明下面的定理 4- 2,我们先证明几个引理^ 
引理4~2设？是域 F 到域 F 上的同构，则^可以唯一地扩张 
为 FCtI — FCt ] 上的环同构亏，使 5 ( a ) = 7( a ) 对一切 a e F 成立且 
7 U ) = A 其中 F [ x ] 与歹 Dr ] 分别是 F , F 上的多项式环。 

证明记？ U ) =1作 Fi >] — F [ x ] 的映射 I 

a 0 + a,x 十 …+ a„x" - ♦ a 0 + a : x + ― + a„af, (1) 

不难验证这就是所需之同构 D 由于 F [ x ] 由 F 及 z 生成，因此亏的唯 
一性是显而易见的。证毕。 

引理 4-3 F , F , 7同上引理，设#工)是 F |>] 中的不可约多项 
式，记5 =?(文）,则存在{’|>]/(8'(1))，? ； [>]/(!(工)）的同 

构 亏，且3 可看成是 F ^ F 的同构 7 的扩张。 

_证明由上面的引理知？可诱导出 I fTd — FDr ]。 作 FLr ]， 
芦[>]/(更(尤)）的环同态 f ■: /( 1 )—/(： 1 ：) + (互 Or ))， 这里 

fix) = a 0 + <2iZ + …+ a„af. 


/ (_ r ) =导 （/(•!)) = a 0 + 5 〆 + …+ ax ". 
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显然？是映上的且 Ker 7 = ( gU ))， 于是 p 导出同构孓 
F[j ： 2/(g(.x))-*F[.x^/(.'gix')') , 

7 (/( x ) + igUm = / ( x ) 4 -(玄 ( x )〉。 

不难看出，如果/( X 〉取常值多项式, SP / o ) e F (我们将 f 按 

定理 4-1 的方式看成是>的子域），则 

7(“ + (名(文))）= 7( a ) + (. gix )) 


即7可看成是7的扩张。证毕。 

引理 4-4 设7是域 F 到戶的同构,£与£分别是 F 与歹的扩 
域，又设 u^E^F 上代数元且其极小多项式为 gU ), 则 7 可以扩 
张为 FOO 到！内的单同态的充要条件是互(: r ) 在丟中有一个根。这 
种扩张的个数等于互 Or ) 在£中不同根的个数。 

证明 若7的扩张存在，不妨记为 f 。 因为 g («) 二0,故 
r (6(«» =0,即 fU ) 是歹 U ) 的根,送就证明了必要性。 

现设5是扒^)在瓦中的一个根^显然互 ( x ) 也不可约(注意它是 
g ( x ) 的同构像），于是有同构 FCu) ^尸[>]/(及(_ 2 ：)), F ( a ) ^ 
^ M /( g ( x )) 0 再由引理 4 _3中的同构即可得同构 F («) ^ F(u) 
(参见图 1), 图中虚箭头即为三个同构映射的合成。但歹(5)是£的 

F ( tt ) - - FO ]/ (芗 Cr )) 


F(«) -- FLx3/(g(x)) 

Kt 

子域,我们得到了域 F («)— f 内的同态匕又因为 F («) 是域 , Kerf 
只能为 {0}, 所以 f 必是单同态 B 映射 F ( tt )— F [>]/( g (： r )) 将 F 中的 
元 a 映为 a + (友 ( x )) ; 映射 FQr ]/ (癸 (_ r )) — F [ a :]/( JCr )) 将 a + 
(发 Or )) 映为 S +(?(; r )) = 7 ( a ) + (. g ( x ))-, 映射 F |>]/ (歹 (: r ))— 
160 




FOO 将 7 ( a ) +(^( x » 映到 7 ( a ), 因此 Ha ) = ?( a ) ，即 f 是 7 的扩 
张 0 读者不难看出对任意的 /(») £ FW , /(«) = a 。 ++…+ 
a , u " (注意由于 u 是 F 上代数元， F («) =/'[«]), ?(/(«)) = 7 ( S ) 
— 7( a 0 ) + i ?( ai )« +…+ ?(«,)»"„ 特别， f ( M ) = « 0 因为 F ( a ) 由 F 
及《生成，故将《变到5的7的扩张是唯一的^不同的互的根给出了 
不同的扩张，因此7的扩张数正好等于 FU ) 在 E 内不同的根的个 
数。证毕。 

现在我们可以证明如下的重要定理了。 

定理 4-2 设 V : 是 P —戶 的域同构， /0 r > 是 F [ x ] 中的首 

一多项式，/0>是/(工) 在歹 1>]中相应的多项式(意义同上）。 E 与 
E 分别是 / U ) 及/0>的分裂域，则？可以扩张为 E -* E 的域同构， 
而且，这种扩张的数目不超过 W ]， 当 / Or ) 在互中无重根时，正好 
等于 [£: F] n 

证明对分裂域在基域上的维数用数学归纳法。 

若 [£: f ] = 1，则 £ = F ， fCz ) = (z — … — r t G 

F , 于是 / ( x ) = Or _ 匕 ）… （x — FJ ， 即 F 〗， …， ？■ 是 / Or ) 在 F 
中的根，故 E ^ F , n 的扩张就是自身，显然必唯一。 

现设 [£： F ]>1 0 这时 / U ) 在 F |>] 中不能分解成为一次因子 
的乘积，故不妨设 gU ) 是 / Or ) 的一个次数大于1的不可约因子。由 
于引理 4- 2中的亏是环同构，故互也是 / U ) 的不可约因子 D 又设 

貧 0) = (x — r,) — (x — r,), 

fix') = Cr — n) … O — r„) (x — r„ +1 ) — (x — r,), 

g(x) = (x — /,) ― (x — t„), 

f ⑷ =(x — f ,) — (,x — £„) (x — i „ +1 ) — (x — O ， 

其中 n €£：, f . 6 £, i = l , 2, ” 。令 KsFO ,), 由于 gCr ) 在 F 
上不可约，故是 n 在 f 上的极小多项式且由定理 1-2 知 
[尺: F ] = deg 贫 Or ) = %由引理 4-4 知存在々个从尺到£内的单 
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同态 H …，&，它们 都是芒 的扩张，其中 A 是10«：)在£中不同 
根的个数，故当的根全是单根时6 = m ， 由分裂域的定 
义知道, E 也可看成是中的多项式的分裂域。同样，对每 
个 i (i = 1, 2 ，…， 々)，£也是 /( x ) 作为？,(尺)(它是 f . 的像，是！ 
的子域)上的多项式的分裂域，显然 C £： K ]< [£ : F ] t 故可用归纳 
假设，每个■可以扩张为互的同构且这些扩张的数目不超过 
[£ S X ], 而当 / O ) 在 E 中的根都是单根时正好等于显然， 
任何一个这样的同构都是7的扩张。又因为$的这些扩张作为不同 
的 f , 的扩张也互不相同，故它们的总数必不超过= 
IK . F 2 LE . K 2 - LE -. F 2, 当 / U ) 的根全是单根时正好等于 [£:fL 
最后，由于7的任一扩张限制在 K 上时是尺内的单同态，故这 
个限制必是某个这说明我们已将所有7的扩张都考虑 
在内了，证毕。 

上面定理的特殊情况之一是当 F = F ，7 为恒等映射时多项式 
/ O ) 的 f 上分裂域£与！必同构，这就证明了分裂域的唯一(4。更为 
^的是若 Z = £，则 f 上的恒等同态可以扩张为£的自同构的数目 
至多等于由于这个结论的重要性，我们把它写成如下定理。 

定理 4-3 £是尸上多项式 / Or ) 的分裂域，则£/尸的自同构 
(即保持 F 中元不动的£的自同构)数目< 当 / O ) 无重根 

时恰为[£孔 

下面我们将举例说明如何来求一个多项式的分裂域.由于分裂 
域理论是 Galois 理论的基础，读者务必弄懂其含义。 

例 1 F — Q , fix ) = x 2 — 2。 

由于 /■>) 在实数域内有根 / y ， 故 q (/ t ) 就是 / o > 的分裂 
域。 

例 2 F = Q ，/( z ) = Or 2 + 1 ) (〆 一 2), 

这时 / U ) 不是不可约的。我们先取其一个不可约因子？ 一 2, 
由例1知它的分裂域为 Q (/ T >。 再来看 P + 1, 它在 Q (#) 上必 
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不可约。事实上由于？+ 1为二次多项式，如可约，则必在 q (/ t ) 
中有根，设为 a + b -/ 2 , 其中 a , 6都是有理数，于是 + b ~/ 2 r + 
1 = 0,即 ( a 2 + 2* 1 + 1) + 2 abV ~2 ~ 0 0 显然= 0,即或<2 = 0或 
6 = 0。若 a = 0,则 26* + 1 = 0,这不可能;若6 = 0,则 a 2 + 1 = 0, 
也不可能，从而/ + 1在 Q ( v ^) 上不可约。引进虚单位 i ， 显然 
/ Or ) 在 i ) 上可分裂为一次因子的乘积，因此 / Or ) 的分裂 
域为 ih 

例3 F = Q , / U ) = 〆 _ 2,其中户是素数 D 
由 Eisenstein 判别法知道 / U ) 在 Q 上不可约。 / Or ) 有一个实 
根 tftM 的极小多项式，于是 [ Q ( : Q ] = 设《 

是 /(X) 的任一在复数域 C 中的根，则 

(舎 r = T =i ’ 

因此《 = ( Tzof , to = cos ¥ + isin # 是_ 1 = 0的一个复根 B 
P P 

多项式 〆 一 1 在 Q 上可分解为： 

〆 一 1 = (x - 1)(^ -1 + W + …+ 1)， 

其中/_’ ++…+ 1是不可约的，故是 w 的极小多项式，于是 
[ QC ^： Q ] = p -\. 多项式 〆 一 2的根可以写为 

^ T , V ~ 2 ( o , ( Tzaf , ■■■, (/~ Za /-\ 

因此在 Q ( yr , «») 上 / Or ) 可分解为一次因子之积。而 

w = (/~2 , 

w )= Q ( ! fz , ^ Tw , 即 w ) 

是 / u ) 的分裂域。 

现在来求 [0(^, W ): Q ]。 
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[Q( «-)sQ3 = LQiVT , < o ) : Q ( VT )1 [Q(yT) s Q] 

=[Q( V~2 , a>) ： Q(a*)][Q(w) : Q ]。 

[Q( y ~ 2 , ™):Q] 含有一个素因子户及另一个因子户 - 1。另一方面 
勿适合 Q(^> 上的多项式〆― 1 +〆— 2 + - + 1 =■■ 0,因 此出在 
Q(^> 上极小多项式的次数 < 户 一 1,于是 [ Q( ! fl , a.)： 
Q(yy)〕<々一 1。同理 [0(#，《0 : QW)]</» b 综上所述我们 
有 [62(^, w) ： Q] = pi.P - 1). 

例4设 F = A , /(_ r ) = 〆 一1 D 

注意 这时/ — 1 = U — 1)、因此 / U ) 的分裂域就是 

例5设 f = Z 2 ， f (. x ) = x 3 + x + 1。 

因为 / U ) 是三次多项式，如在 F 上可约必有一个一次因子，从 
而 / Or ) 在 A 中有根。但2 2 共有两个元素，代入后知皆不是 / U ) 的 
根，因此/(1>在 Z 2 上不可约。作&|>]/(/0)>，令 r - x + 
C /(^», 则乙 Dr ]/(/ U )) 中的元素为： 0, 1， r ， 1 + r , r z , 1 + r 2 , 
r + 1 +r + H , 共 8 个。不难验证， r , / 是 在乙 [ x ]/(/ U )) 

中的根，因此 /0 c > 在这个域中可以分解为一■次因于之积，即它是 fU } 
的分裂域。显然乙 = fV ：)。 

习 题 

1. 求 Q 上多项式 /( x ) - X 6 - 1的分裂域。 

2. 求 Q 上多项式 / U ) = X * + 2的分裂域。 

3. 求 Q 上多项式 /( x ) = P -2 的分裂 域五及 [£: Q ]。 

4. 证明，域 Q (/ X ) 与域 QC / T > 不可能同构。 

5. / O ) = / — 2 P + 7 P -6^ + 12 是 Q 上的多项式且已知 
及1 + /二1是 / U ) 的根， 证明： Q (/ 二是 / Or ) 的分裂 

域。又 问:是 否存在的自同构〜使/^3 ? 
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6 •设 F = ，求 /( x ) = x^+x +l 的分裂域。 

7. 设£是*’上的多项式 / U ) 的分裂域且 de g / Cr ) = « ，求证: 
[£ ： F]<«K 

8. 求证: Q (/1"， i ) 不能写成0(«)的形状。 

§4.5 可分扩域 


我们在上一节得到了一个重要结论:若五是 F 上多项式 / o ) 
的分裂域，则五 / F 的自同构个数不超过 [£, F ]。 当/(>)在£中无重 
根时，恰为 WL 现在的问题是，若 / U ) 有重根， £/ F 的自同构个 
数是否仍有可能等于[五 : /0?我们来详细地讨论这个问题。 

首先我们设 / U ) 有两个分裂域，分别记为 S 与左。若 / O ) 在 
中分解为 

/Cr) = (X — r,)*i(x - r 2 )*2 — (x — ?■•)、， 

其中 r , 是£中互不相同的元，这时称 r , 为 /( x ) 的也 重根。由定理 
4-2 知，存在 E -* E 的同构 f ,使 / U ) 在互 Dr ] 中可分解为 

fix') =( 工 一 ?(^))*'(^ — f(r 2 ))*:...Cr — $(r M ))*-, 

这表明 / U ) 的重根性质，即诸<6,不随具体分裂域的不同而改变.因 
此，我们可选择某一特定的分裂域来讨论问题。 

另外，若设 /(X) - > V ( x ) ••• yhar 〉 是 / Cr > 在 F [>] 中的 

一个不可约分解，且当 i 时， /, U ) 弇 /,( x )， 令 

/o( 工） = /i(ar) / 2 (-r) —/*(x), 


显然 / U ) 与 A ( x ) 有相同的分裂域，因此我们可以将求 /( x ) 的分裂 
域归结为求 AU ) 的分裂域。 

再看 AU ) 的任意两个不相同的不可约因子/，(幻，/ 2 0)。由 
于 (/ i ( x ), / 2 ( z )) = 1,故存在 s ( z ), tooefo ]， 使 
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/,( x ) s ( jr ) + = 1„ 

显然在 / o ) 的分裂域中不可能有公共根，否则将出 
现0 =_ 1的矛盾。这个事实说明 / D ( X > 如有重根，当且仅当它的不可 
约因子有重根。 

从上面的讨论我们可以看到，若 / U ) 的不可约因子无重根，则 
AOr ) 无重根。若设/。00的分裂域即 /( x > 的分裂域为£，则 £/ F 自 
同构的个数恰为 

定义 S -1 设 /0 r > 是 F [ x ] 的多项式，若 /( x ) 的每个不可约因 
子在 / U ) 的分裂域中均无重根，则称 / U ) 是一个可分多项式。 

定义 5-2 设 E 是 F 的扩域，若《在尸上的极小多项式 
是可分多项式，则称《是 F 上的可分元. 

定义 S -3 设 E 是 F 的代数扩域，若 E 中的每个元都是 f 上的 
可分元，则称 E 是 F 上的可分扩域或可分 扩张。 

上面的讨论用可分性语言来表示即为下述定理。 

定理 S -1 设 / U ) 是域 F 上的多项式，若 / O 〉 可分， E 是 /( x ) 
的分裂域，则 £/ F 的自同构数等于 [£: F ]。 

我们以后将看到，确实存在着不可分多项式 / Or ) G FO ], 它 
的分裂域 E / F 的自同构数小于 [£ 。一般来说，不可分多项式的 
分裂域在 F 上的维数总比它的保持 f 中元不动的自同构数要大，但 
我们在本课程中不对此作进一步的讨论。这方面的内容可参看 
O . Zariski ， P . Samual 撰写的 《Commutative Algebra 》 第一卷或 
N . Jacobson 撰写的 《Lectures in Abstract Algebra 》 第三卷。 

我们现在转而来考虑多项式的重根问题。如同高等代数教程中 
的做法，我们可以定义一个多项式的导数并借助于导数来判别一个 
多项式的重根。 

定义 5-4 设 fix ) 6 F [>] ， fix ') = a 。 + a〆 + …+ a # •，定 
义 / U ) 的导数为下面的多项式， 

f (x) = a, + <!〆+〜+ na , x "~ l , 
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显然导数具有下列性质： 

ci) (.f + gy^f+g 1 ； 

(2) ( a/y =af 这儿 a e F ; 

(3) ifgy = fg + fg\ 

对特征为零的域，从 / U ) = 0可推出 /( x > 但对特征 
为的域 ，从尸 < 1 ) = 0 不能推出 fix ) = aeF , 这点需特别注 
意。事实上，若 /( j ) = Z ♦，则 /" Or ) = 0,但 /(•!) 夫 a €• 

域 F 上的多项式何时有重根？我们有如下的判定定理。 

定理 S -2 设/ U ) 是域 f 上的非零首一多项式，则 / U ) 在其分裂 
域五中无重根的充栗条件是（/(工），尸(工)）=1， BP / O ) 与互素。 

证明类似于高等代数的证明，从略 B 

推论 S -1 设 F 是特征为零的域，则 Fb ] 上的任一不可约多项 
式都是可分多琐式- 

证明设 gU ) 不可约，若 g ( x ) 有重根，则 （及 Or ), ?£： 1 0 

但 g ( x ) 不可约，故 (. g ( x ), g '( x )) = g - Cx ), 于是容0) |^(^)„ 但任 
一不可约多项式的次数都大于零, F 的特征为零，故 g '( x ) 关而 
deg〆 ⑺ < d egff ( x ), 于是就出现了矛盾。证毕， 

推论 S -2 设/ ■是特征为 p #0 的域，则 F 上的不可约多项式 

为不可分多项式的充要条件是 〆 O ) = 

证明设 〆 ( x ) = 0,则(容(工>， 〆 ( x )) = g ( x ) ^ 1, 故 gCr ) 有 
重根，即为不可分多项式。逆命题是显然的。证毕。 

推论 S -3 设 F 是特征为 p 弇0的域，则不可约多项式 / Or ) e 
FO ] 为不可分多项式的充要条件是/具有 形状： 
fix ) = a 0 + a x x p 4 - a〆 2 , + …十 

证明充分性很显然，因为这时尸 O ) = 0__ 

反之，设 /( x ) = c D + qx + c 2 V + …+ c m x a , 求 导得： 
f (. x ) = c , + 2 c z x + — + 

要使 /■(：!■> = 0,必须 * tr * = 0对 一 =1, 2, ...， m 成立，于是除了 
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C” 〜，…这些 系数外，其余 C ,. = 0。即 / Or ) 具有所需之形状。证毕。 

下面我们要举一个不可分多项式的例子，由推论 5-1 知，只有特 
征为 P 的域上才可能有不可分多项式 ^ 

首先我们来看特征为 f 的域 F 上的映射内 9 (a) = 由于 
<fia +b) = (a + by = ^ + b^ = <p(a) + <pi,b) (由二项式展开，中间 
的那些项的系数都是户的倍数，故等于 Oh <piabY ^ - 

<p(,a)f(b)Ma-') = (a- 1 )" = (V)- 1 = f(a)— 】，故尹是域 F 到自身 
内的自同态.因为 厂是域 ，所以9=必是单同态。这个同态通常称为 
Frobenius 同态，其同态像记为 P， 即 P = { a ^| a €穴 h 显然尸是 
F 的子域 = 

其次我们需要一个引理，如下所述。 

引理 S -1 设 f ■是特征为 p 的域, aef ， 则多顼式 〆 一^或在 F 
上不可约，或等于 （jc 一 b) p , b € F\ 

证明设 V 在 F 上可约，则存在 F 上多项式发 Cr ), ACr ) 
使得- a ) zgCiOAU )。 令£是， 一 a 的分裂域，6是其一个 
根，则 V _ a = 0,即 a = V ，从而 

七 一 a =〆 一 V = (x — 

由 g (. x ) k ( x ) = Cr — 6广得 《( z ) = (x — bY , 0< A </>, 将 (z — 6)* 
展开，并利用友⑴ efb ] 立 即得纪 是素数，故 U , >>) = 1, 
即存在整数 s , * ,使& +芦=1，于是 

b - = a/y(.bn : - (w e f 。 

证毕 。 

例1 f = z , a >, 即域乙上以 f 为未定元的有理函数域， 

/( x ) - 

现来证明 / u ) 是不可分多项式，先证明它是不可约的.由引理 
5-1 可知，只需证明； 不是芦 中某个元的？次幂就可以了。假设不 

然，叫德)'其中贫⑴， W ) 是 Z , 上的多项式，则办⑴)，= 
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容 不妨设 g ( f ) = a 0 + a,t + — + a , t " , h { t ) = 6 0 + 以 + …十 
W , 得： 

tkUY b^t + bf 1 + … + bir ffl , 
g(t) 1, = dj + af〆 + …十 aSt” ， 

代入等式比较系数即知 WO 二0,而这是不可能的，因此 / U > 不可 
约。另一方面显然 _ fOr ) =0,故由推论 5-2 知 / Or ) 是一个不可分多 
项式。 

定义 5- S 若一个域 F 上的任一多项式都是可分多项式，则称 
J •'是完全 

显然，完全域的代数扩域必是可分 扩域。 特征为零的域，如有理 
数域、实数域、复数域等都是完全域。 

对特征为 f 的域，有如下判定定理 - 

定理 S - 3设 F 是特征为的域，则 F 为完全域的充要条件是 
F ? = b \ 

证明设 P 关 F , 则存在 a 6 f ’， 但《 6心，因此 a 不是 F 中元素 
的户次幂。由引理 5-1 知多项式？ 一 fl 不可分，故 F 不是完全域 D 
反之，若 F 不是完全域，则存在 F 上不可分的不可约多项式，由 
推论 5-3 知其形状为 / Or ) = «。+… + a ,_ r "% 这时若每个 
都是 f 中元素的某个/■次幂，比如 A =辦，则 /( x > = ( ft 。 + A〆 +… 
+ b / Y 与 /&) 不可约矛盾。因此必存在某个 a ，使 a , 不属于即 
尸关厂 证毕。 

推论 S -4 有限域 F 必是完全域。 

证明由于 Frobenins 映 If 是单的，而对一个有限集映内的单映射 

必定是满映射，故 P = 由定理 5-3 可知 F 是一个完全域 a 证毕。 

习 题 

1. 设£是厂的可分扩域，尺是中间域，即£3欠彐 F , 求证 : K 
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是 F 的可分扩域， £ 是尺的可分扩域(注:这个结论的逆命题也成 
立，即若 K 是 F 的可分扩域,£是尺的可分扩域，则 E 是 F 的可分 
扩域，但证明比较难）。 

2. 设是 f 的单代数扩域，且[^(«): = « ，又《在^上 
的极小多项式为 gU ), 的分裂域为五，记 j 为 f ■到 ■£ 内的包含 
同态，如果《不是 f •上可分元, 求证:可扩 张为，(《)—■£内的单同 
态个数必小于 

3. 设 /( d 是 F 上的多项式,次数为〜又设 F 的特征为0或大 
于《，证 明: r 是 / U ) 的 A 重根 （it < « >的充要条 件是： 

/(«)=/-(«) = ... = ^/ i *-1>(«) = 0,但 /⑷ (《) 共0„ 

4. 设 p 是域 F (特征为 #>) 上的 Frobenius 映射，证明 ：在？ 1 下不 
动的元素全体正好是 F 的素子域. 

5. 证 明:域 J 5 ■是完全域的充要条件是 F 的任一有限扩张都是 
可分扩域。 

6. 设 F 是特征为 p 的域， / Or ) 是 F 上不可约多项式， 证明: / 

必可写为如下 形式： / U ) 其中 g 是一个不可约的可分多 

项式/是非负整数。利用这个结论 证明： 多项式 /&) 的每个根都有 
相同的重数 (在 /( x ) 的分裂域中 ）( 提示:反复利用推论 5-3) 0 

7. 设 F 是特征为/>的域,《是尸上代数元， 求证： 必存在非负整 
数6使 〆 是 F 上的可分元(提示:利用第6题 

§4-6 正规扩域 

我们首先来看多项式分裂域的一个性质。 

引理 6-1 设 / U ) 是域 f 上的多项式,£是 /( x > 的分裂域，若 
« es , 它在 f 上的极小多项式为反 U ), 则客(工)在£：中必分裂，即 
g ( x > 在中可分解为一次因子的乘积 。 

证明我们只需证明 gU ) 的所有根均落在五中即可。将 gO ) 
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看成是 £ 上的多项式，设尺是客 ( x > 作为 S 上多项式的分裂域 , r € 
A ■是 ir ( x > 的一个根，现要证明 r e 作 S ( r ), 我们便得到下面的 
图(见图2)，其中箭头表示包含映射。 



田2 

因为 r 是裏(3：)的根，由引理4-4,存在 f ( a ) -* F ( r ) 的同构 u，<r 
限制在 F 上，是 f 的恒等映射，于是(引理 4-3 h 又 
显然 E 与 £( r ) 分别是 / U ) 在 F («) 与上的分裂域，由 
定理 4-2, 我们得到 £ — fi ( r ) 的同构7, 7是《的扩张，因此 
= [£( r )： F ( r )] 0 但另一方面， [ F («) ; F ] = [^( r )： F ], 
由维数公 式得： 

LE.Fl = [£. F («)][ F ( W ) : F ] - [£( r ). F ( r )][ F ( r ). F ] 

但£££(/■)，故必有£： = £( r ), 即 r € S 。 证毕。 

引理 6-1 表明 /( d 的分裂域 E / F 具有这样的性质 : 若 F 上一 
个不可约多项式发(^)在£中有根，则它的所有根均在£:中。 

定义 6-1 设£是/ ■•的 代数扩域，若 F 上的任一不可约多项式 
在 E 中或者无根或者根都在£中，则称 E 是 f 的正规扩域或正规 
扩张. 

引理 6-1 表明二个多项式的分裂域必是正规扩域。这个命题之 
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逆也是正确的。我们只对有限扩张来证明它。 

定理 6-1 设£是厂的有限扩张，则 S 是 F 的正规扩域当且仅 
当 E 是 F 上某个多项式的分裂域。 

证明充分性即引理 6-1, 现来证明必要性.由于 [£: F ]< oo , 
不妨设…，《，是£作为 F 上线性空间的基，令於(:^是《，■在 
F 上的极小多项式 （/= 1, 2,，则由正规性显然£是多项式 
fix) = 的分裂域。证毕。 

推论 6~1 域 F 的任一有限扩张必含于 F 的某个正规扩张之 
中》 ' 

证明若 [£；/]=〜 £是^的扩张，如同定理 6-1 的证明，令 
尺是 fU ) = g , U ) g 5 U )-^ U ) 的分裂域，则必是 f 的正规扩 
域且包含£。证毕. 

定义6^2设 E 是 F 的代数扩域■若 K 是 F 的正规扩域且包含 
£，又若是 f 的正规扩域，则必有尺=财，则称 K 是 
S / F 的正规闭包。 

正规拥包即是包含£；的最小的 F 的正规扩域。 

由定理 6-1 的推论可知，对 F 的任一有限扩张£， E / F 的正规 
闭包必存在，事实上就是推论中的 K 。 这一结论对一般的（不一定是 
有限扩张)代数扩张也对，但这里不再予以证明. 

从定理 6-1 的证明还可以看出， F 的有限扩张 E / F 的正规闭包 
在同构的意义下唯一(这对一般的代数扩张 E / F 也 对）。 事实上， 
五 / F 的正规闭包必是定理证明中多项式 /&) 的分裂域，由分裂域在 
同构意义下唯一即得结论。 

例1有理数域 Q 上的扩域 Q (/^) 是正规扩域，因为它是多 
项式/_2的分裂域^ 

例 2 q 上的扩域 Q ( yr ,«») 是正规扩域，这儿《=—*|■十 
因此它是多项式 / U ) = P _ 2的分裂域。但 CK XT ) 不是 


172 



Q 的正规扩域，因为 /G) 的根不全在其中. 

例3 F = Q (/!"),£ = Q ( ■ 〆 ！"），显然 F 是 Q 的正规扩域， 
£也是 F 的正规扩域，因为£是？上多项式的分裂域》但 
£不是 Q 的正规扩域，因为工 4 一 2在£中有根，但其两个复根不在 
£内。 

例3说明正规扩域没有传递性，这一点正如群论中正规子群没 
有传递性一样。我们很快就会看到上面两个事实之间的内在联系。作 
为比较，有限扩张、代数扩张以及可分扩张(参看上一节习题1的注） 
都有传递性 D 

正规扩域有一些比较好的性质，下面的定理表明正规扩域具有 
某种不变性。 

定理《-2设五是 i 1 ■的有限维正规扩张， K 是 S 与 F 的中间 
域，则下列三个命题等价： 

(1) 尺是 F 的正规扩域 | 

(2) 若 <;是£#的自同构，即为£的保持 F 中元不动的自同 
构，则 ffOOG / f : 

(3) 若 a 是的自同构，则 ( KK) = JC, 

证明（1)^(2八设 K 是 F 的正规扩域， 《e.K 是 K 中任一 
元素，《在 F 上的极小多项式为戾(工），则 <K^(a)) =戾(<7(«)),但 
ff («) =0,故是 〆I)的根。但/：是 f 的正规扩域，因此 
K a 

(2) => (3)。因为 W ] = [ ff (/0: f 、]， 而 tK / OS / f , 故尺 = 
ff ⑷。 

(3) > (lh 设《 € K, «在: P 上的极小多项式记为 gi 工 、 ，现要 
证明 gOc) 的根全在 K 中 。 因为£是 F 的正规扩域，所以 贫 Oc) 的根 
全在£中。现设 r 是客 Or ) 的另一根，要证明€尺。由引理 4-4 可 
知，存在 F ( tt > 到 FO ) 的同构对一切 a € F 成立，从引 
理 4-4 的证明还可以看出 ，900 = r ，由于 S 是 F 的有限正规扩域， 
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由定理 6-1 可知 S 是某个 F 上多项式 /( x ) 的分裂域。 /( x ) 也可看 
成是 F («) 与 F 00 上的多项式，且 S 是 / Or ) 在 F ( a ) 及 F ( r ) 上的分 
裂域，应用定理 4-2 即知 p 可扩张为 E / F 的一个自同构 < r , 显然 
< K «) = r B 但 a ( K ) =尺，因此 r € /：• 证毕。 

作为定理 6-1 的应用，我们来证明可分多项式分裂域的可分性 - 

定理 6-3 设£是 F 上可分多项式 /( x ) 的分裂域，则 £ 必是 F 
的可分扩张 - 

证明 只需证明£：中任一元《都是 F ■上的可分元•■由于£是？ 
的正规扩域，《的极小多项式贫 G ：) 的根全在£中，我们只需证明 
尽(^)在£中的不同根的个数等于 cieg ^ d 即可。现设 deg 贫 Or ) = 
在£中不同根的个数为又设 [£, F ] = n ，作 f («>, 则 
[ F ( a ). F ] = deg g ( x ) = m 。 由于/(工）是可分多项式，故 S / F 的 
自同构数目正好等于 n 。 另一方而，由引理 4-4 知道的恒等 
同态可扩张为 f («) — £： 的单同态个数等于 h 不妨设这些单同 
态为拓，7*，•••，7» ■•对 每个 7,., 由于迟也可以看成是 F U ) 及 
上多项式 /( x ) 的分裂域，故免可扩张为£的自同构 -由于 
/ U ) 在 F («> 上可分，这些扩张的个数恰为 [£: FOO ], 于是一共恰有 
k . [£: FU )] t £/ P 的自同构^又由于任一这样的自同构限制在 
FU ) 上便是 FOO / F — E / F 的单同态，因此必是某 个孓。 由此得 
n = k • [£: F («)]。 但 n = [£： F ( k )][ F ( m )： F ] = m • [£： F ( a ) J , 
所以 6 = m , 即 g { x ) 无重根。证毕 》 

习 题 

1. 证明若[五夕]= 2,则£必是 F 的正规扩域。 

2. 判断下列域是否是 Q 上的正规扩域 +■ 

(1) Q (/^2)； (2) QC 5^ T) f (3) 

3. 设£是？的正规扩域,/：是中间域,证明:£必是/：的正规 
扩域-举例说明 A ■不一定是 F 的正规扩域= 
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4. 设 £； 是 F 的有限正规扩域， /C 是中间域, 证明: ZC / f — fi/F 
的单同态均可扩张为 £/ F 的自同构。 

5. 设£是尸的有限正规扩域，茗 ( x ) 是 F 上的不可约多项式,《, r ; 
是及 U ) 在五中的两个根，证明:必存在五 / F 的自同构，使 < r («) =1 

6. 设£是尸的扩域，是 F 上的可分元, 求证: F 00 是 F 
的可分扩域。 

7. 证明，任意有限域的有限扩张必是正规的， 

8. 设 S 是 F 的扩域，证明,£中所有 F 上可分元组成 £/F 上的 
中间域。 


§ 4. 7 Galois 扩域与 Galois 对应 


这一节我们将研究一个域的 Galois 扩域，即有限维可分正规扩 
张。我们将证明 Galois 理论的基本定理，它是 Galois 理论的核心 .这 
一基本定理现已被推广到各种更广泛的情形并在数学各分支中找到 
了重要的应用。 

定义 7-1 设五是 F 的扩域，若又是 f 的可分 
正規扩域，则称£是 F 的 Galois 扩域。 

定义 7-2 设£是 P 的扩域，则£的保持 F 中元不动的全体自 
同构构成一群（在映射合成下），称之为 JE/F 的 Galois 群，记为 
Gal E/F. 

显然£：的恒等映射就是 Gal 中的恒等元。由定理 5-1 知， 

若一上可分多项式 /G) 的分裂域为£，则 |Gal£/F| =[£,F]„ 

设£是一个域 , Aut £是的自同构群，又设 G 是 Aut £的子 
群，令 Inv G= {a € £|7(a) = fl 对任一 7 € G}, 则对任意的 ？ 亡 G 
及 a, 6 6 Inv G, 7(a + 6) = 7(a) +7(4) = a + 7(ai)= 

7(a)?(&) =ab ； 7(1) = 1: = VW-'= a_' , 因此1 出 ^ 是 £ 

的一^子域，称为 S 的 G 不变子域， 

引理 7-l(Arthi 引理）设 G 是域 S 上自同构群的有限子群， 
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F = InvG, 则 [£:F]< |G|。 

证明设 | G| =« ，现只需证明 £ 中任意 n + l 个元素必 F 线 
性相哭就可以了。设<? = {7i = 1，％，…，7-}， m 2 ， ■‘，， a.+i € 
五，作线性方 程组： 

7i(Mi)^i + 7i(«s) 工 2 +- h 7 i(m,+i)x, +1 — 0, 

7 2 (ki)j：i 4 - 7s(«?) 工 z + …+ 7 2 (m, +1 )x, +1 — 0, … 

- (1) 

7„(«,)x, + 7,(a 2 )A + m+ 7»(«.+1)1”+1 = 0 ， 

这是一个《 + 1个未知数个方程式的齐次线性方程组。根据域上线 
性方程组的理论知道,它必有非 零解。 在所有这些非零解中,至少存在 
一组解汍 ，匕， +••， H 它的非零元素最少^又经过未知数的适当 
置换,不妨设由于齐次线性方程组解的线性组合仍是该齐次 
线性方程组的解，故沐 IK 丸，…，仍是方程组⑴的解， 
且其非零元素的个数与冰，&，•••， 6„ +i ) 的一样多^这样，我们不妨 
设（1， U 是方程组 (1) 的一组解，现要证明匕6芦。一旦得 
证，由于1 («, ) = 是 G 的恒等元），因此由方程组 ( 1 ) 的第一个方 

程式即得《 


«1 + * 2«2 + …+ *.+]«»+! = 0t 

也就是说{〜，〜••‘•，线性相关。 

现来证& e 尸(*_ = 1,2,…，《 +1)，若否,则必存在某个不 
妨设乂弓厂由于 . r^InvG, 因此必存在 ？eG 使 7 他）浐匕,即 
h -抑 2 )关0。将此7作用于方程组 （1) 并将他，6„+,> (注 
意 h = 1) 代 入得： 

f(?? ! )(« 1 )7(i,) + (7? 1 )(a ? )?(* 2 ) + — + (77i)(«.+i)7(*.+!) = 0» 

(孤 ）（《i)7(*i) + ( 抓 ）（《j)7( & 2) + ."+(772)( a -+i)7( 6 -+i) =0 ， 

.(孤） (“i )7(h)+ ( 机）(*々)？(*!) +… + (77-)(«.+i )7( A "+i> = 0 » 

( 2 ) 
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注意到 {啊，，77 2 , …，77»丨实际上是 G 中元素的一个置换，因此方程 
组 （2) 表明（7(6,)， 7( h )，-, ?(*.+,)) 也是方程组 （1) 的解.于是 
( A ” 和，...，6„ +1 ) — (7(6 i ), 7(6 2 )，…，?(6„ +1 )) = (0, * 2 — 7(* 2 ), 
…，^ +1 H )) 也是方程组 (1) 的解(注意匕=1， 7(6,) =?(1) 
= lh 由于匕 一7( 匕）关0,故这是一组非零解^但它的非零元的个 
数比 （1, L …，久 +1 )的少，这就引出了矛盾。证毕 D 

定理 7-1 设 •’ 的扩域，则下列三个命题 等价： 

(1) £是尸的 Galois 扩域； 

( 2 > £是 F 上某个可分多项式的分裂域； 

(3) F = Inv <?，其中 G 是 Aut £的有限子群。 

若上述等价命题成立，则对 Aut £的任意有限子群 G , 

Gal £/ Inv G = G ; F = Inv Gal £/ F 。 

证明 （1) => (2)。 由定理 6-1 可知£是尸 上某个 多项式 /( z ) 
的分 裂域。 又五是 F 的可分扩域，即£中元在 F 上皆可分，当然 
/ U ) 的根也是 F 上可分元，故 / Or ) 是 f 上可分多项式。 

(2) ^ ( 3 >，设£是，上可分多项式 /(_ r ) 的分裂域，令 G 二 
GslE / F , F ' = InvG „ 由于中元素在 G 作用下不动，故3 

又显然对任意的7 6 GalE / F , rjia ') ^ a ' 对任意 i e F ' 成立，故 7 
£ Gal E / F 1 a 反之若 f 6 Gal E / F ' ，则由 P 3 F 可知 $( a)=a 对任 
意的 a 6 F 成立，于是芒 e Gal E / F , 总之，我们有 G = Gal E / F '= 
GalS / InvG , 又因为 / U ) 是 F 上可分多项式，故 | G | =[£^]„同 
样， / Or ) 也可以看成是 F ' 上的可分多项式，故 1 G | = DE : F ' L 于是 
[£: F ] = [£: F f ], 但 FGf ，， 因此只可能 F = 

C 3) ^ (1) D 首先由引理 7-1 可知， [ E ： F ]^ | G | < oo , 故£是 
F 的有限维 扩域- 要证明五是 F 的正规可分扩域，只须证明 E 中任 
一元《的极小多项式 g (: r ) 的所有根都在 E 中且无重根即可，设 G = 
{?]» %• **•» %}，尽（工）的次数等于 W ， 显然 {!?, («), 奶 （《),••., 
7.00丨仍是 g ( x ) 在 S 中的 一组根。设其中不相同的元共 A 个，不妨 
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设为 (7 i («)，•*•， ？*(«)}，现只须证明 * = to 即可。作多项式 A ( z ) = 
Or — 7i ( m)) … （x — 7 *( m )), 将 G 中任一元 7 作用在 AO ) 上，由于 
{抓（《)，…， 77 » («)} 是(«)，…， ( a )} 的一个置换，故 
7( A ( x )) = A (: c )。 也就是说 fc ( x ) 的系数是 G 不变的，因此 AG ) 是 
F=InvG 上的多 项式。但是发 ( x ) 是 F 上不可约 多项式 ，故只可能 
h { x ) = gU )， 即 k — m a 也就是 〆 x ) 在 •£ 中有 m = deggU ) 个不 
同的根。这就证明了 （ D 。 

最后，等式 G = Gal £/ InvG 及尸 = InvGal£/F 在 （2) => (3) 
中已给出证明.证毕。 

注任何一个域£的素子域是 A Ut £ 不变的。事实上，若 
AutE, 则 7(1) =1, 这里 1 是五的恒等元。再由 7 是域同构可知丑 
的素子域中任一元在7作用下不动。 

现设£是尸的扩域 ， G = Gal £/ f , 令集合 S = U / IH 是 G 的 
子群 { K | JC 是£， F 的中间域 }, 定义£到集中的映射 f 如 
下： 


H -*■ Inv H , 

定义到 2 中的映射 如下： 

尺― Gal E/K, 

显然 InvH= 沁 6£|?( 幻 =0 对任意的 7 6 只 } 是 £/ 尸的中间域， 
而 G a l£/X={ 7 e Aut£|70t)=A 对一切 *€ 幻是 G 的子群，这 
两个映射有下列明显的性质： 

(1) H x 2 //j^Inv H } cr Inv H S f 

(2) 尺 8 冷 Gal E/K, c Gal E/K i； 

(3) Gal(£/Inv H)^H, 

(4) Inv(Gal E/K)^K, 

这些性质读者不难验证 - 

有了上面的准备，我们现在来怔明下述 Galois 理论的基本定理。 
定理 7-2 设£是厂的 Galois 扩域， G = Gal£/f, H <p 、 今 
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同上，则 

(1) 9, 卢是互逆的一一对应 | 

(2) 印3 当且仅当 InvH , Glnv 

(3) |//| = [£：Inv H ], IG , H 2 = [ Invf /. F ], 

(4) H 是 G 的正规子群当且仅当 Inv H 是 F 的正规扩域，这时 
还有 Gal(Inv H / F ) 运 C / H 。 

证明首先我们注意到这样两个 事实： 一是若尺是£/ 〆 的中 
间域，则 [£：/：] < cx > 且£也是尺的可分、正规扩域(参见§ 4. 5习 
題1以及 §4. 6习题3)，于是£是 K ■的 Galois 扩域》二是 G = 
Gal E / F 是一个有限群，因此 G 的任一子群//也是有限群,这样定 
理 7-1 的结论对 E / KAH 皆适用。 

(1) 由定理 7-1 最后的结论 可知 ： W = G a l £/ IiwH , K = 
InvGal E / K 对任一 G 的子群 // 及 E / F 的中间域 K 成立,这表明 
9, 0是互逆的 一一 对应， 

(2) 由 （1) 及朽卢的性质即得 D 

(3) 由于£是11^ H ■上的可分扩域，// = Gal £/Inv H , 故 
| H | =[£：Inv //] 成立。又 CE : F ] = |GU 但 - 
[ EJovZ / JCInv //^], | G | = |//|[ G : / T |, 因此从 前面 的等式即知 
[ G : H ] =[Inv H - F ] 成立。 

(4) 设 H 是 G 的子群，尺 = 7 6 G , 现来求 H 的共扼子 

群7//7^在 y 下的像，即 inv vHr 、 我们注意到对任意的 a e a ■，及 
任意的 A6H , 於7_ 1 (70^)) = Vhik ) = V (. k ), 这表明7(尺)(它也是 
e / f 的中 间域) 是好作 _ i 不变的。反之若《 e £，且卿 T («> =«，则 
hr'M =7 _ 1 00,即 7 _ 〗( a ) € InvH = A •，故 a € 7(尺）。上述事实 
表明 InvvHr 1 =700。 

现设 h 是 g 的正规子群，则 仲―、= 只对任意的 v e g 成立， 
于是 7( K ) 由定理 6-2 可知 / C 是 F 的正规扩域^反之若 K 是 
F 的正规扩域，则再由定理 6-2 可知 7(/0 = K ， 干是 yfHr 1 = //对 
一切7 € G 成立，即 H 是 G 的正规子群。 
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最后，由于 ？(幻=尺 ，故 7 限制在尺上是 尺 /F 的自同构，令 f 是 
G-Gal K/F 的映射: f (?) 等于？在 K 上的限制，容易看出 f 是一个群 
同态且 Kerf = 由同态基本定理可知 G/H 同构于 Gal K/F 的一个 
子群 D 但 K =InvH 且由 （3) 可知 [G://] = [InvH：F], 又因为/：是 
F 的可分扩域(参见§ 4. 5习题1 ) ,故 | Gal K/F |二 [K :F] ,由此即知 
Im $ = Gal K/F, 也就是 Gal(Inv///F) 给 G///。 证毕。 

以上定理中的对应 9=4 通常称为 Galois 对应„ 

例 1 求 GalQ (/ T >/ Q B 

解是 P-2 的分裂域，因此 |G a lQ(#)/Q| =2, 
即这是一个2阶循环群^不难验证它的非平凡自同 构为： 

?：fl + bs/~Z -*■ a — 6( 1/2"). 

例 2 求 Q 上多项式 （/ _ 2)(/ _ 3) 的分裂域在 Q 上的 
Galois 群。 

解多项式 （ x z -2) O z —3) 的分裂域为 Q(/T, /"Th 因为 
C . Q ( VT , ^ T >, Q ] = 4 , 故 | G | = 4 , 这儿 G = Gal Q ( / T , 
/ y )/ Q 。 由于 / t ) 由 q 及#， / r 生成而 q 是 g 不 
变的，我们不难求出 G 的4个元分 别是： 

7i = i ： /y — vy , -/r-»• /T? 

?2: "/"F" — — ■/ ~2 , •/ -* •/ ~Z f 

▽3 : V /r 2" t 'T% -*■— •/ ~Z t 

%•• /T —-•/y ， /T 。 

由于 Q(/T， - QI-/J, vT，•/y] = {a + b-/T + 
c^J +d-/J\a, b,c,d^Q), 我们不难写出？,的一般形状，比如 

7«(a + bV~2 + c ■/~3 + d-/~G~) = a — b^~2 + cV~5 — 
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例 3 试求 

解我们首先要注意 q ( yr ) 不是 Q 的正规扩域，因此 
G a lQ(n )/Q 的阶未必等于3。现设？是 Q( MVQ 的一个自同 
构，则 7( 行地应是打的极小多项式/ - 2 的根- 但 7( 行> 又 
必须在中，因此只有一神可 能:即 7(行> = yr, 这说明 
GalQC-T2")/Q 是只含一个元素的平凡群__ 

作为比较，我们来看下面的例子。 

例 4 求多项式？一 2的分裂域 Q( a*)/Q 的 Galois 群 

(参 a § 4.4 例3)，这里 ^一 士 + 

解显然 

[Q(-/y, w).Q] = IQiYT, 出）： Q(0*)] [Q(w) ： Q] =3X2 = 6, 

因此 G = GalQ( yT, o,)/Q 是一个 6 阶群。 *r 3 - 2 = 0 的 3 个根分 
別为^ ", rro>, ■ZYW, 而且 

ec-yr, co) =Qcyr, yr^, ^r^ 2 >, 

利用 G 中元将？ 一 2 的根变为根的性质不难写出 G 的 6 个元 如下： 

7, = 1 ： V~2 ^T, VTa>-> YYw, V~z<^ Y~z<^i 

Vi-. ► ^~ 2 a>, V~ 2 , 

h-. YT — VY<o 2 , /T«w— V~ 2 a), ^~Zoi l -* yr； 

v 4! yr —, -yy, vr<o-* yr^ 2 , ^rzw i — -yr^i 

恥： -*■ ^To*. yTcu— m yTcf 2 -* yr, 

? 6 ； -*■ ¥ T <^, iTZo >— V ~2, YT <^ — YYo >. 

读者不难看出这个群是一个非交换群，且同构于对称群叉。 
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例 S 设 F /(X) =〆一“由 § 4. 5知 /Or) 是一个不 

可分的不可约多项式，记£为/(1>的分裂域，求 Gal E/F, 

解设 7eGalS / F ， 广€£是/(工)的一个根，则 ？( r > 也是 /( x ) 
的根•由 〆 一 （ = 0得 f = 〆 ，故 / U ) = ix - rY , 因此 

/00在£中有户重根 r ， 于是 7 ( r ) = r „ 另一方面显然£ = F ( r ), 
因此 Gd £/ F 是平凡群。 

例6 — 2是 Q 上的多项式， E 是其分裂域，试求 .■ 

G = Gal E/Q, 并求出 G 的子群集与 E/Q 的中间域集之间的 Galois 
对应。 

解不难看出 £ = Q(yr，i), 这里 i= 的4个根 

为 

ifi , —/ T , YYi, - yTi , 

[£： Q ] = [ Q ( yy , i ): Q ( i )][ Q ( i ): Q ] = 4 X 2 = 8， 

于是 | G | = 8 。我们将 /( x ) 的 4 个根标在复平面上，其中叫 == 
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yj , « 2 = i yr, « 3 =-yr, « 4 — i yr (参见图 3), 这 4 个 
点恰构成一个正方形，而任一？对{〜， a 3 , a 4 } 的作用恰好构 
成了 Ui， 《 2 ,《 3 ,内}的一个置换。通过实际 计算： 

7 : y~2 -* i y~2, i y~2 -*• — y~2 * _ y~2 
-*■ — i y~2 » - i y~2 -*■ y~2 

看出 ，？ 是 fi/Q 的一个自同构且周期等于4。又 

f: y~2 y~2, i yr—i yr, -yr 

-» y~2 * 一 i y~2 一 i y~2 

是 fi/Q 的自同构且周期等于2。读者不难计算出其余元，于是 G = 
(1, 7, f , f , f, f?, f? 3 } 给 D 4 , 即为 4 阶二面体群。下面来求 

Galois 对应。由于 |G| =2 3 ,因此 G 的非平凡子群的阶为4与 2 a G 
的4阶子群的指数为2,故都是 G 的正规 子群。 利用我们已学过的 



⑴ 


應4 
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群论知识不难计算出 G 的所有子群，并可根据隶属关系画成下图 
(见图4)，其中 

^}, f ? 3 }。 现在来计算 InvW ,。 由 Galois 理论基本定理知 

道 ， [Inv W , : Q ] = [ G :况]= 2,故 Inv 队中只可能含有有理数的平 
方根，由 / T ) = = ( 一 yi > = VT , ?*(/2")= 

7?( yr ) 2 =扣 yr ) = (- yr ) 2 = /r 即知 /y e inv % 。但 
[QC /2")： Q ] = 2,故 InvWi = Q (/2")„ 用类似的方法计算得 
Inv N z = Q ( i ), Inv iV 3 = Q ( i ~Tl ), Inv = Q ( V ~2 , i ), 
Inv H t = Q ( iyT),Inv H t = Q ( Inv H 3 = QC i /~2 + 

i V~Z ), Inv H , = Q { i /~2 — i V ~2), 最后显然 Inv G = Q , Inv { e )= 
E , 读者不难验证 Inv A ?” Inv iV 2 , Inv A ?” Inv 况都是 Q 的正规扩域。 

习 题 

1. 求 Q 上多 项式分 + 1的分裂域£在 Q 上的 Galois 群。 

2. 求 Q («> 在 Q 上的 Galois 群，其中《^是1的5次本原根„ 

3 . 求乙 上多 项式/ + 2的分裂域£及 Gal E / Z 3o 

4. 设 F 是特征为/»的域，且 a 不具有的形 
状，又设£是 〆 _ 1 一 0 在尸上的分裂域，试求 Gal E / F . 

5. 设 K ， F 2 是£的子域且 S 是厂同时也 是^的 Galois 扩域 
且 G , - Galfi / F ” G ^ sGalA '/ F ” 又设 G =Gal E / F x Q 尽，将 G ” 
G a 视为 G 的子群并记 H 为由 G ,， G 2 生成的子群，求证: £ 是子域 

巧的 Galois 扩域的充要条件为//是一个有限群，若这个条件 
成立，则 G = 

6. 证 明:若 £是^’的有限维可分扩域，则£是 F 的单扩域(提 
示:利用 E/F 的正规闭包及 Galois 对应证明 E/F 只有有限个中间 
域)。 
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§4.8 有限域 


有限域通常又称 Galois 域(注意别与 Galois 扩域混淆起来）。在 
这一节中我们将利用前面学过的知识，证明有关有限域的基本结果。 

定理 8-1 设 F 是特征为 > 的有限域，则 F 的元素个数等于 
，，这里《是某个自然数。反之，任给一自然数〜必有一个有限域， 
其元素个数等于 p ' ip 是素数），且在同构的意义下唯一，即元素个数 
相等的有限域必同构。 

证明任何一个特征失/■的域必含有一个素子域同构于 Z ,， 因 
此 F 可以看成为 A 的扩域。设 [_ F , Z p -} = n , 则由于 A 有/ ■ 个元， 
故 f ■的元素个数为户％ 

反之，给定《，令9 =，，作 Z , 上的多项式 /( x ) ='^ — a 它的 
分裂域记为由于 /' ( x ) = — 1 # 0 ,故 / U ) 在 F 中无重根。但由 
于任一多项式的分裂域必是正规扩域，故 /( x ) 的根全在 f 中。而 
deg /( x ) = 〆 ，因为 /( x ) 的 〆 个根全在 F 中。记 /( x ) 的 〆 个根组 
成的集合为尺， P 为/上的 Frobenius 映射： f («) = a % 则 

反之，若 ?5”( a )= a ，即 〆 一 a = 0 , 则尺。因为 y * 是 ■£ 的自同 
构，在自同构下不动的元素全体构成 F 的一个子域，所以可知是 
F 的子域。但 / Or ) 在上分裂，由假设 F 是 /( x ) 的分裂域,因而只 
可能 F = 于是 | F | = p \ 

最后设 F , P 为元素个数都等于，的两个域, F , P 的素子 
域都同构，因此不妨设它们都是 A 上的扩域。作&上多项式 
/ U ) 二/ — l 由于 F •是一个阶为 9 — i 的循环群 （见第三章） ，因 
此对 f 中任一元 < z 必有 a 11 - 1 = 1，或 y 显然= 0,故 F 中所 
有元都是 / O ) 的根，从而 F 就是 / Or ) 的分裂域，同理也是 / Or ) 
的分裂域，因此/•与 F ' 必同构。证毕。 
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推论 8*1 若五是； 1 的扩域且 S 是有限域，则 S 必是 F 的 
Galois 扩域 

证明设 F 的素子域为 Z,, 则由上述定理的证明知道£是 Z, 
上某个多项式的分裂域，因此 E 是 Z, 的有限正规扩域，自然也是 F 
的有限正规扩域=再由有限域必是完全域(推论 5-4) 可知是 F 的 
可分扩域^证毕。 

定理 8-2 设是 F 的扩域， E,F 皆为有限域且 
则 Gal E / F 是一个阶为《的循环群，其生成元为 E 的自同构I 
这里 g = |FU 

证明先求£在其素子域乙上的 Galois 群。由定理 8-1 的证 
明知道£是的分裂域，这里假定|£| =，，因此 
|Gal E / Z p \ = «„由于 E 上的 Frobenius 映射 y 是自同构且一个域 
的自同构总保持素子域中元不动，故 peGalfi/2,。 现来求 p 的周期 

显然 


a pl = f>*(a) = <1，对任意的 a 6 £. 

即有V- 1 = l(a^0) o 而•是个循环群，其阶为，一1，因而 
〆一 1 <〆_ 1,即有另一方面 A 是 P 的周期 ,peGal E / Z f 
而=«，故 Ak 由此可见是这表明 GaliVZ, 是一 
个阶为《的循环群且 P 是其生成元。 

利用 Galois 对应知道 Gal £/ F 是 Gal £/ Z , 的子群且 
|Gal£/F| 由于循环群的子群仍是循环群，故 Gal E!F 备 m 

阶循环群。若9 容易算出对任意的 a € f, 9 r (a) - a" r = 

a" = a, 因此 f> r 6Gal E/F, 由 n = [E.Z,] = \_E.F~\[F S 2 P '] =mr 
及循环群的性质即知 f 是 Gal £/F 的生成元.证毕。 

推论 8- 2设 E 是元素个数等于，的域，且讲|«，则£有且只 
有一个子域的元素个数为户' 

证明任 一 《阶循环群有且只有一个阶为的子群，由 
Galois 对应即得结论。_证毕， 
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习 题 


1 . 设 F 是有限域， 证明: 必存在 F 上的次数为任意自然数 n 的 

不可约多项式= 

2 . 举例说明对无限域 F ， W ] = [£、 f ]< oo , 未必有 
E^E', 

3. 设£是一个特征为户的有限域且 |£1 证 明:在 £上恰 
有 qyp 个次数 等于户 的首一不可约多项式。 

4. 设 F 是有限域， /( x ) 是 F 上的《次不可约多项式, E 是其分 
裂域 ， G = Gd £/ F , 7 是 G 的生成元，证明：只需将/ 0 ^的《个根 
r ,, r t , ―, r , 作适当的排列， ?( r , , r 2 , ―, r ._,, r .) = ( r t , r 3 , •••, 
r ,, n ) ，即 7 作用在 《 个根上形成根的一个 — 循环。 

§4.9 分圆域 

设开是域，现来研究 F 上多项式: T "_ l 的分裂域-为简单起见， 
我们假定 F 的特征为零，我们称上述分裂域为 F 上的《阶分圆域。 

由于 （ z ，-- 1)’ =” x*— 1 乒0, ( WJ - 1 , X " - 1) = 1，因此 X - — 1 
在其分裂域中有《个不同的根，这》个根组成的集合记为则是 
F 上分圆域的一个《阶乘法子群,因此是一个循环群。 K (作为循环 
群)的生成元称为1的 n 次本原根.由第二章的内容知道及中生成 
元的个数为 〆 《),这里 y 是 Euler f 函数。我们还知道及的自同构群 
是一个阶为 POO 的△1^1群《 

引理设 F 是特征为零的域,£：是 f •上《阶分圆域，则 
Gal £/ F 是一个 Abel 群。 

证明作 Gal £/ F - A U t 及的映射(这儿 AmR 表示 R 的自同 
构群)如下： 7—7 U ， 则 eAutfi . 不难验证这是个群同态。又若 
7 U 是恒等自同构，则 7(0 对任意的*成立。但由 F 及及 
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生成，故 7 = 1。于是我们得到了从 Gal £/ F-Aut R 的单同态。 
Gal 同构于 Aut 的子群，而 Aut R 是 Abel 群，因此 Gal E/F 
也是 Abel 群。证毕 __ 

定义 9-1 是/■关于 d 的 Galois 扩域，若 Gal £/F 是一个 
Abel 群，则称£是 F 的 Abel 扩域或 Abel 扩张。又若 Gal E/F 是一 
个循环群，则称 E 是 F 的循环扩域(扩张 h 

引理 9-1 表明特征为零的分圆域 E / F 是一个 Abel 扩张。 

若£ = F { d ) , d~ei ■- in > l 且是使 d^F 的最小自然数），则 
称£是 F 关于的《次根扩张(根扩域），根扩张与循环扩张有着密 
切的关系。 

定理！ M 设 f 含有1的 n 次本原根（从而含有1的所有《次 
根），则 


(1) F 的 n 次根扩张必是循环扩张且这个扩域在 F 上的维数是 
«的一个 因子； 

(2) 若 E 是，的„维循环扩域,则存在 d e £使£ = F ( d ), 
d ' ef 。 

证明 （1) 设 £ = F ( d ) ,， e F , 1的„次根集为 ft , 则多项式 
的根为{^^€幻，因此£是工"一，的分裂域„作(^1£//>- 
R 的映射 如下:若 7 €• Gal E / F , fj (. d ) = d ， 则令 p <7) = * 。容 
易验证?>是一个群同态。又若 〆 ？）= 1,则 7 W ) = 1但£ = F ( d ), 
故7为恒等自 同构。 这一事实表明 y 是单同态。于是 Gal £/ P 同构 
于《的一个子群，因此 (1) 的结论成立„ 

(2> 由于 F 的循环 扩域五 必是 F 的 Galois 扩域,又因为一个有 
限群只有有限多个子群，因此根据 Galois 对应知道 E / F 只有有限个 
中间域。再由定理 1-3 知道， E 是 f " 的 单扩张 ，故可设£： = 设 

Gal E/F = ( 7 )，作 o =彳’ -1 〜），1 < 显然有 c , = c , c j+l = 

7 ( q ) (1 < « < b ), 7 (cJ = q 。设 i ? = {»” z 2 , …， z ,), z 是其中的 
—个本原根，令 
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= Cl + C 2 2 + ― + C n z"' 1 , 


( 1 ) 


则 7W) = c 2 + C 3 Z + ― = 2 _, (cj + c 2 z + •••) = z~'d, ?(<f)= 

i}(dr = z - d " = d \ 由于 Gal£/f = ( 7 ) ，故， ef 。 因为 (1) 式中 
z 取为本原根，且 = z~ k d, 所以可知 {rjKd)\k = 0, 1，…， 

«- 1} 为 n 个互不相同的元素 ，/⑷= n (X - 7*(^)) e FM , 

>=o 

deg / O ) = »。 又7作用在根上引起一个 ri 循环，故 /Or) 不可约，因 
而 [ FW ). F ] - «，于是 £ = ndWGF 。 证毕。 

注如果定理 9-1 中 （ 1 ) 的条件满足，则可以证明 | Gal £/ f'l - 
n, 证明 如下： 

若 7 eGal E / F , 则 7((0 = ^若 z 是1的《次本原根，则 
n l (.d) =z k d, 对 *<«， 关 d, 故只有当 A = «时= «/， 
即 |Gal E/F | = 若 2 不是本原根，设 2" = 1 ， m <.n, w |« ， 则 
VW ") - V < d) M - z - d - =夕，而7是0 3 1 E/F 的生成元，故 = 
InvG - F , 此与且 n 为最小矛盾。 

现在我们回到分圆域的讨论上来，我们将主要讨论 Q 上的分圆 
域。 

设是1的《次根集，令 

= IJ(x — «), »跑遍/?中的本原根， 


Q 上1的本原根为形如 cos ^ + isin ^ (0<6<«且《，》> = 
1) 的复数。现设 Q 上的《次分圆域为 £,?eGal E/Q, 则 7 | R 是及 
的自同构，故若 2 是本原根，则 70) 也是本原根.将7作用在 P . U ) 
上，显然保持不变，因此 A ⑴6 Q [ x ], 这表明 h ( x ) | Or " - 
lh 我们称是 Q 上的《阶分圆多项式。我们坯可以归纳地算 
出¥>-00来。事实上，由于1的任一《次根的周期都是《的一个因 
子，又对任一 rfln ， 1的 d 次根也是1 的； i 次根，故有 等式： 
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( 2 ) 


工 "一1 = IX 
及 ■ 

由 （2) 式， ?.( x ) = ( x ■- D / IXf - C ^). 作为例子我们不难 算出： 

J\n 

4<n 

^(. x ) = x - 1, 

9i ( x ) = x + 1, 

ft(x) = JT 2 + X + 1 , 
ft(X) = J： 2 + 1 , 

奸 Or ) = — a : 十 1， 

f \ 2 ( x ) = x 4 — X s + 1 4 

?1(了)实际上是一个整系数多项式，这一点也不难归纳地予以证明 a 
事实上若对 rf <«，9 k ( z ) 都是整系数多项式且 〆 x ) = !]> 〆 •*)，则 

z * — 1 = ^( x )93,( x ) e 由/一 1， ^( x ) 都是整系数多项式易证史, Or ) 
也是整系数多项式。 

定理 hU ) 是 Q 上的不可约多项式„ 

证明假设 P ,( x ) = ffU ) A ( x ), 且不妨设 gQx ), h (: r ) 都是整 
系数首一多项式，并假定 ffOc ) 是 P «( x ) 的不可约因子(注 ： 由第三章 
整环上的多项式理论知 Z [ x ] 中多项式的不可约性等价于它作为 
QDr ] 中多项式的不可约性，因此我们可作上述假定）。现设 z 是1的 
；»次本原根，户是与《互素的素数，显然 〆 仍是1的”次本原根。假 
定之是 〆 : c ) 的根，如果 〆 不是 gU ) 的根，则必是 A (工)的根，于是 2 
是多项式 A (^) 的根。注意到 gO ) 不可约，故 g ( x ) 是 * 在 Q 
上的极小多项式，从而有 g ( x ) | A ( X ) 成立。令 *(•!) = ^( x ) • lix ), 
心 ） e zm ， 现考虑 z - z , 的自然 同态: id , 它导出 z [ x ]- z ,[ x ] 

的映上同态： /(： r )-* / ( jt ) ，于是 k ( x ) — 豸 Cr ) / ( z ) 。但 k ( x ) = 
A (^) = h { xY , 故 gOr )?( x ) = hixY , 这表明 ( gix ), H ( x )) ^ 1«, 
又: r 1 ■一 1 = m ( x )95,( x ) = m { x ) g (. x ') h (. x ), mix ') € Z [_ x ], 由此可 
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导出: C* 一 了 = «(z)i(z)A(x)„ 但 ^O)， 瓦 OO 有非平凡公因子，故 
/ - 了在乙的某个扩域中有重根.然而因为（《， p) = 1， （/ — 1V 
=#0,这就导出了矛盾，产生矛盾的根源在于假设了 V不是 
g 0r) 的根，因此对任意与》互素的素数/>，〆也是 gOr) 的根。现设 r 
是任一与 n 互素的整数，则〆也是1的《次本原根且当 r 跑遍小于 
n 且与” 互素的正整数时,/跑遍1的》次本原根。令 r =九… A ，其 
中各个 A 均为素数，显然 （A，《) = U 由上面证明的结论不难看出 
/也必是的根，这样, gO) 包含了 1的所有《次本原根，即 
咖） = 证毕 。 

推论 9-1 P.Or) 是1的》次本原根的极小多项式，其次数为 
f(n) (Euler <p 函数）。 

由引理 9-1 及上述定理,我们很容易证明如下结论。 

定理 9*3 有理数域上《阶分圆域在有理数域上的 Galois 群同 
构于《阶循环群的自同构群。 

证明显然《阶分圆域为 Q ( z ), 2 是1的《次本原根， 
[Q(*)iQ] = deg <p, — ?>(«), 因此 I Gal E/Q\ = p(n ), 其中 £ 为 《 
阶分圆域。但另一方面，由引理 9-1 的证明知 Gal £/Q 同构于《阶循 
环群自同构群的子群，而后者的阶也是900,因而结论成立=证毕。 

若户是素敢，则户阶循环群的自同构群为 P — 1阶循环群，于是 
我们有如下推论。 

推论 Q 上 p 阶分圆域的 GaloU 群是户 一1 阶循环群。 

作为分圆域理论的应用，我们再来讨论正《边形的尺规作图问 

理。 


引理9~2 设£是厂的扩域且 W] = 2, 则 £是厂的 2 次根 
扩域 。 

证明显然 E 与 F 之间无中间域，设 c eF ， 则 £ = 令 c 

ftF 上的极小多项式为: c 2 + 2 a:r + , 6 6 F ) ,则 c 2 + 2 ac 十6 = 
0。配方得 （c + a ) 2 — a 2 + 6 = 0。令《 = f + a ， 则 a 2 = a 2 — i € 
F ,« ef ， 于是 £ = /(«) 是一个平方根扩张。证毕。 
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引理 9-3 设《 = A 为不同的奇素数，则正《边形可 

用尺规作出的充要条件是正妗= 1，…， d 边形都可用尺规作 
出 。 

证明 设《， A 是互素的正整数，若正边形可作，显然正讯 
边形、正4边形也可作出 D 反之，若正讲边形及正4边形皆可作，则 

角盖及 ¥皆可作出。由于（％ W = 1，存在整数《， 1 / ， 使 mu + kv = 

u 于是5 = S (議+ ㈣ ^ ff ，即角盖也可作出， 
因此正边形可作 8 证毕。 

引理 9-4 设/ ■是 奇素数，则正，边形可作的充要条件是《 = 
1,且夕是 Fermat 数，即 /> = 2* + 1( 事实 上这时 * = 2‘）。 

证明 设正，边形可作，记 z = cos 萝+ i sin 穿，则 Q ( z ) 是 

〆 一 1的分裂域， [ QO ): Q ] = PC ，） = P-'P _ 1)，这也是 s 的 
极小多项式的次数。由推论 3-1 可知 f - 1) 须为2的幕，但 /* 
是奇素数，只有 e = 1，/ ■为 2* + 1形的素数才行 ^ 

反之，若多是一个 Fermat 数， |GalQO)/Q| =户一1 = 2*，2是 
素数，则 G 二 Gal QO)/Q 是可解群且有一个合成 群列： 

…= {1}, (3) 

其中 G ; /G,_ +1 是2阶群。由 Galois 对应，相应的中间域为 

F = £, C £ 2 C ... C £, c £ t+1 = Q( 2 ) , (4) 

其中 [fi i+l 名] =2对一切 i = 2, …， K 由引理 9-2 知道 E, + ，是 

£,的平方根扩张，故 U) 式是一个平方根塔，即2可用尺规作出，于 
是正 > 边形可作。证毕。 

由引理 9-3 及引理 9-4, 我们立即得到如下定理。 

定理 9-4(Gauss 定理）正》边形可用尺规作出的充分必要条 
件是《 = 27>1/> 2 •，其中 t ^- 0 , pi 为互不相同的 Fermat 数。 
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习 题 

1. 证明:若《是大于1的奇数，则 ? 2 „ U ) - 9乂一心。 

2. 若 f 是一素数，则汾(工）=1 + s /~' + +…+ 

3. 试求12阶分圆域在 Q 上的 Galois ，. 

4. 若域 F 含有1的《个不同的《次根，则 F 的特征或为零，或 
等于其中 p 不能整除„。 

5. 设 F 是任一数域 ， a ^ F , m , n 为互素的正整数，证明， 
: r ™ — a 在 F 上不可约的充要条件是/ — a 及 x " — a 均在 f 上不可 

约。 

6. 设？是素数, f 为域 ， a •，求证： 〆 一 a 在 F 上不可约的 

充要条件是^ eP 。 

§4.10 —元方程式的根式求解 

在这一节里，我们将讨论一元 n 次方程的根式解问题。所谓根式 
解，就是经过有限次的加、减、乘、除及开方运算，把一个一元 n 次方 
程的根求出来。对一元一次及一元二次方程，读者在中学时代已经学 
会如何求解了。对于一元三次方程及一元四次方程，也可以用根式求 
解，也有所谓的求根公式。人们原以为对五次及五次以上方程也可以 
用根式求解，但经过长达几百年的努力，这种企图终归失败。1824年 
搛威青年数学家 Abel 证明了一般五次方程根式解的不可能性，但是 
他的证明有漏洞而且没有解决什么时候一个《次方程可用根式求 
解、什么时候不可能用根式求解这样一个重要问题。 Abel 于1828年 
去世。1830年前后，法国天才的青年数学家 Galois 借助于由他创立 
的群的理论彻底地解决了这个问题。 Galois 的工作不仅非常灌亮地 
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解决了一元 《 次方程的求根问题，更重要的是他开创了代数学的新 
纪元 D —门全新的并在现代数学中起着极其重要作用的数学分 
支——抽象代数学从此诞生了。现在让我们来具体地分析一下用根 
式求解一个代数方程的具体含义是什么 - 

定义 10-1 设 / u ) eFDr ] 是域 F 上的非零首一多项式，方程 
/oo = 0称为在/ •上可 用根式求解,若存在 f 的一个扩张尺适 
合如下条件:存在 f 与尺之 间的有限个中间域组成的“塔”， 

(1) 

其中 F, +i = F , W .) ，办=免 e f ,., 且尺包含多项式/( I )的一个分 
裂域。 

形如 （1) 式的子域塔通常称为 X 在 F 上的一个“根塔' 我们还 
注意到 6 +1 是 F , 的根扩张，即 K +1 可通过 R 添加 F ,. 中某个 元的〜 
次根得到 • 因此上述定义就等价于说 / U ) = 0的根可通过有限次 
加、减 、乘 、除及开方得到。 

为了证明 Galois 判别定理，我们还需要做一些准备工作。为叙 
述方便,本节下面涉及到的域其特征均设 为零 a 

定义10~2设 /( x > 是域 F 上的多项式,£是/(之)在 F 上的分 
裂域，则称 Gal E / F 为多项式 /(; r ) 在 F 上的 Galois 群，简记为 
G〆 /)。 

引理 10-1 设 / Or ) eF [ x ], 尺是 F 的扩域，若将 / GO 看成是 
K 上的多项式，则 G K (/> 同构于 GV (/) 的子群。 

证明设 E 是/0> 在 F 上的分裂域, L 是 / U ) 在尺上的分裂 
域，若 / Or ) 在 L 中分裂为 / Cc ) = (x — — rj , 则 

L = Kir ^, ―, rj , r ,), 

因此可令现来作 Gal L / K-*Gal E / F 的映射 p 如 下:令 7 € 
Gal L / K , ? 将根集 { n , 映到自身，因此 =/| E 是 £/ F 的 
自同构。令 抑 ）= 7 U ， 不难验证这是个群同态。如 7 k 为 E 的恒等 
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自同构，则 7 (^,) = r .(* = 1 ，…， ”）。而人= K { r x , •••, r ，）， 故 7 也 
是 Z ■上的恒等自同构，这就证明了炉是一个单同态„证毕 D 

弓 | 理 10-2 设 E / F 有一个根塔 ， f =心£尽 Q …£ 广 +1 = 
E , F i+1 =^ W ,), d^i e F ; , 则 £/ F 的正规闭包 K / F 也有一个根 
塔,且该根塔中互不相同的根指 数&与 原根塔相同。 

证明令= <?(£)| 7 & Gal K / F ), 即由诸 V (£) 生成的尺 
的子域，显然 HK ') £ 由定理 6- 2知 f 是 f 的正规扩域且包含 
E , 因此 P = K 。 这说明尺可由诸 7( 五）生成。现设 Gal K/F = 
H ” •，公 } ，将丨作用在原根塔上得： 

F = 7,(^ i ) C … WF—O = ? 〆 £), 

显然 VM，Yi = 7 ；WrO 6 ? y ( F 山 

7y(F i+1 ) = 7j(F ； (rf,)) = 

理作一个 K / F 的根塔： 

FSFC^W,)) ) ， <7!W 2 >) G ... 

^ F ( ViWi ), 7, W ,- i ), (7 iW ,)) 

7. W ,)) (7:( 木 )）£•..£••• 

Q F (7 iWi )， …， 7 i «)»7 s ( fifi )， …， 7 s (^ r)j 
7*(0 ， … ， 7iWr)) = K, 

显然这就是所要求的 K / F 的根塔。证毕。 

有了上述准备，我们现在可以证明如下的 Galois 判别定理。 

定理 1( M ( Galois 判别定理）域 F 上一元 n 次方程 / U ) 可以 
用根式求解的充分必要条件是 / U ) 的 Galois 群 G〆 /) 是一个可解 
群。 

证明充分性。设 G〆 /) 为可解群且其阶为£是/⑷在 F 
上的分裂域， * 是1的讲次本原根，令厂= F ， = Fiz ), K = 
£(*)，则 / C 是 / U ) 在心上的分 裂域。 由引理 1< M 知 Gal X 7 F 2 同 
构于 G〆 /) 的一个子群，因此也是一个可解群。设 H = Gal K / F\,H 
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的合成群列为 


H = //, 3 HP …2 …=1 ， 

则 H - JH - … 是素数九阶循环群。由 Galois 对应得 K / F ； 的子 域链： 

… SF 〜 =/C, 

这里 [f ,= 丸且匕，是 f,. 的正规扩域且 ICJaliWAI 
注意到含有1的 m 次本原根而由于 pAm , F < 也含有1的办次 
本原根，由定理 9-1 知道6 +| 是&的根扩张，即存在4 G 弋+,使 
F,+i = \(式）且办6 ha 另一方面 F 2 = F (. z ) , z m = \ ^ F , 因此 
K 有一个根塔，而 K 包含 /Cr) 的分裂域£，故 /Or) = 0可用根式求 
解. 

必要性 ■> 假定 /( 幻= 0可用根式求解，这时存在 F 的扩域 K/F 
的一个根塔： 


^F, +1 = A：, (2) 

其中= FM , dV e F ,-, 且 JC 包含 /(x) 在 f 上的分裂域 
设《是诸《,的最小公倍数，2是1的《次本原根。首先注意到 
由引理 10-2, 可设 K 是 F 的正规扩域（否则用其正规闭包代替 h 
由假定 F 的特征为零，故 K 是 F 的 Galois 扩域。由定理 7-1 可设 K 
是 F 上某个多项 式〆; c) 的分裂域，作 K 的扩域 KU), 显然 K( z ) 是 
g ( j ： H ^- V 的分裂域，故是 F 的正规扩张。由于/ ^ ieF , 我们 
可以将 (2) 式变动一下使之成为 

F = F' i CF ' 2 = F(z) £ F', = nw.) C - C K(z), (3) 

则 (3) 式是尺 U) 的一个根塔 B 设 W = Gal K ( z )/ F , 同时设 //, 是 W 
的子群且在 Galois 对应中它相应的中间域为 F ' ia 注意到打 +1 是 M 
的正规扩域(事实上对>2,由于 n 含有1 的叫 次根， f; + , 是 
cP - eKDc] 的分裂域，而另一方面 r 显然是 f 的正规扩域），故 
汉 +1 是杖的正规子群，且 Gal F ' i + JF ', 笤 W,/H, +111 但由定理 9-1 及 
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引理 9-1 可知 Gal F ; +1 / R 是 Abel 群，故杖 ///,.+, 也是 Abel 群，于是 
H 含有一•个正规群列，其商因子皆为 Abel 群，即知//是可解群。再 
由于 K / F ^ E / F , E 是正规扩域，由 Galois 理论基本定理知 Gal 
£/ F 同构于 ff = Gal iCU )/ F 的一个商群，因此 Gal E / F 是可解群。 
证毕》 

Galois 判别定理解决了判别一个一元 n 次方程是否可用根式求 
解的充要条件。这涉及到求一个多项式的 Galois 群并判别它是否可 
解，一般来说这仍不是一件容易的事情，现在还没有一个有效通用的 
办法来求一个多项式的 Galois 群。尽管如此,我们仍可针对一些具 
体情况，找出求多项式 Galois 群的方法.下面的定理提供了求一类 
多项式 Galois 群的简便方法。 

定理10~2设 / GO 是一个次数为素数 p 的有理数域上的不可 
约多项式，假定 /( W 恰好有两个非实根，则 /( z ) 的 Galois 群为■?,， 
即为次对称群。 

证明设£是 /( 幻的分裂域,《是/(1>的一个根，由于 / Or ) 不 
可约，故 [ QO >: Q ] = 户 。但 

|G«(/)| = [£ ： Q] ^ [E ： Q(a)][Q(a)-Q], 

因此 plG 0 (/), 由 Sylow 定理及 Cauchy 引理可知 G e (/) 有 一个户 
阶元- 

因为 /( d 是不可约可分多项式，故/(^)在 _ E 中有 f 个不同的 
根，记为及=<%,•••，《山作的映射¥=如 下:若 7 e 
G Q (/) ，则是的一个置换，记之为 <7,令 p (7) = 不难验证这 
是个群同态且由于 E 由 Q 及％，…，士生成,9=还是个单同态。经过 
将 K 中的元适当的排列，可设 G a (/) 中？ 阶元在？>下的像为户-循环 
( 1 , 2 , /»)„ 

又设 a ,， A 是 /( z ) 的两个非实根，则由于 /( x ) € QDr ]， +与 
V 必共轭。又 S = 故复数域的共轭变换限制在£ 

上导出了 E / Q 的一个自同构显然浐=1,即 f 是周期等于2的 
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元•记= I •，则 r 是心中的一个对合，即 r 8 = 1,这样 Im 含有 
对合 r 及声-循环 （1, 2 ，…， /0,由对称群的理论知这就 
证明了 G «(/) 给心。证毕。 

例1设 fix ) = x s - + 2,则 / U ) = 0不能用根式 求解。 

证明作变换 t = 3 -- 2,利用 Eisenstein 判别法即知 /( x ) 是 
不可约多项式。另一方面，尸( X ) = 5? — 5,令 /( a ：) =0,则 / Or ) 
有两个实根= 士 U 这表明 /( x ) 有两个极值点 I = 1 , I = — 1 ,因 
此 / O ) 有且只有三个实数根，即它恰有两个非实根。由上面的定理 
知道 / G ) 的 Galois 群 同构于但& 是不可解群,因此 / U ) 不能 
用根式求解。 

例1表明确实存在不能用根式求解的五次方程。事实上对任意 
的《，我们都可以找到一个有理系数的代数方程，其 GaloU 群等于 

而当《>5时又不是可解群,因此该代数方程不能用根式求解。 
当 n < 5时，&是可解群,叉的任一子群也是可解群。另一方面，用 
定理10~2证明中类似的方法可证明一个一元《次方程的 Galois 群 
必同构于5„(«<«, m 为方程的不同根的个数>的子群，因此小于 
五次的代数方程的 Galois 群必是可解群，故这类代数方程必可用根 
式求解。 

最后我们来考虑所谓的求根公式问题肩们可以诬明，对不超过 
四次的一元代数方程，求根公式总是存在的。而对五次及五次以上的 
方程，求根公式不存在。 

首先我们要搞清楚什么叫求根公式事实上求根公式就是用根 
式求解一般文字系数的代数 方程： 

fix ') = X " — t x x n ~ l + M *"- 2 — …十（一 l )" f , = 0, (4) 

这里首项系数取1不影响所讨论问题的实质。这时我们可以设 h 
h , ―, t . 是 Q 上的未定元，因此可将 / O ) 看成是域 Q ( n ， 6， …， 
O 上的多项式=这里 Qh ， …，匕)是《元多项式环 QDi , …， 
r »] 的分式域。现在我们要证明如下定理。 
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定理 10~3 方程 (4) 的 Galois 群同构于《次对称群又。 

证明设£是/(工） e Q[t,, O O] 的分裂域，设 /U) 在 

£|>]中分解为 

/(x) = <x — Xj)(^c — x 2 ) — (x — X,), (5) 

则£ = Qh ，…， U (A ，…，X,)。由韦达定理 知道： 


乂 = Xi + X 2 + — 4 - X ,， 

ti — 

i<l 

l«, = X,X 2 —X., 


( 6 ) 


因此 £ = Q (. Xj , •••, x„) c 

我们首先要证明 Um x 2 , …， &} 是 Q 上代数无关元，用反证 
法。设有非零多项式*(1， - t% )eQDy lt …，: v,], 使得 A Or,， …， 
x .) = 0»设 ff 是{% ，…， ％}的一个置换，作 


y >( i ). •••， 3 Voo )， 

®€ 5 . 


(7) 


这是一个 Q [力，…， >] 上的对称多项式且将 x,. 代入 y, 后等于0。应 
用高等代数的知识，知道任一对称多项式都可表示为初等对称多项 
式的多项式，这一事实说明存在一个 Q 上的 非零” 元多项式 发 ，使 
g ( h , , t ,) = o„ 但这与 z 2 ， …， G 是 Q 上未定元的假定相 
矛盾，因此 U,x 2 , ...， d 在 Q 上代数无关。特别乃。 

如同以前所做，作 /U) 的 Galois m G-5, 的映射灼对 V6G, 
pO；) 为7限制在根集 D 上引起的置换〜则 f 是单同 
态,现要证明它也是一个满同态。设 reS，， 将 r 看成是{々，〜，•••， 
幻的 一个置换。因为 a , …，石}是 Q 上代数无关元，可作 
Q[xj , x t , ―, X,]的自同构？ 如下： ?(^) = 7(a) =a 对一切 

a & Q, 7 诱导出 QCzS, z s ， …， z.) 的一个自同构，仍记为7。再看 A 
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在 V 下的像。由 （6) 式可知 f , 是 U , | «_ = 1, «} 的对称多项式，因 

此7(«,) =«,。这表明7 € GalQ ( x ,, x „)/ Q ( f ,, •-, U = G 。 显然 
= 这就证明了 P 是满同态，于是我们证明了 G 笤证毕 

推论 10-1 (Abel-Ruffini 定理）当 n 多5时 ，一 元《次代数方程 

没有求根公式。 

对《<4,由于 这时艮 为可解群，故求根公式存在。 

至此，我们运用 Galois 理论圆满地解决了一元/ 1 次方程是否可 
用根式求解的问题。然而需要指出的这个理论并没有因此而终结， 
Galois 理论仍然是代数学中活跃的一个分支，即使是有限 Galois 理 
论也有许多至今仍未解决的难题 。比如 给定任意一个有限群，是否必 
有 一 个有理系数的多项式，它的 Galois 群同构于给定的群？这个问 
题的提出已有一百多年的历史。已经知道对对称群、交错群以及可解 
群的回答是肯定的，但对一般情况还没有令人满意的答案. 


习 题 

1. 求证下列方程不能用根式 求解： 

(1) a- 5 - 9 jc + 3j (3) 2^ 5 - 5x 4 + 5? 

(2) _r 5 — 8x + 6i (4) x 5 ~4x + 2„ 

2. 试构造一个有理系数不能用根式求解的不可约 7 次方程。 

3. 求 证:给 定一个有限群，必存在特征为零的两个域 FGS， 使 
GalA’/F 同构于给定的群。 

4 . 又 的一个子群 W 称为可迁群，若对任意的 ld ， j < n ， 总 
存在 re// 使 r(0 =_/,已知有理系数《次多项式 /U> 在其分裂域 
中无重根， 求证: /&) 不可约的充要条件是它的 Galois 群同 构于又 
的一个可迁子群。 

5. 设有 Q ( r ,, …， U 上的一般代数方程 / Cr ), 它的分裂域为 
£，若0 ，…， 是卩中71个不同的有理数，;^，…， A 是 / O ) 的 n 
个根，夕 = cp! ++ …+ c,jr ，， 求证 : S = Q(t,, ―, t)(5 )。 
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' §4.11 正规基定理 

设 S 是 F 的扩域 ，G = Gal £/ F ， 假定 G = { ?1 ，公，,当 
S 是 F 的 GaloU 扩域时， |G| 我们要问是否存在£：中的 

一个元素《，它在 G 的作用下得到的 M 个元 (V f (a) [ I = 1 . …， 《} 恰 
好构成 E 作为 f ■线性空间的基？如果这样的基存在，我们就称之为 
E/F 的正规基。我们在这一节中主要证明当£是 F 的 Galois 扩域 
时, E/F 的正规基必存在。 

为了证明正规基存在定理，我们需要引进一个概 念一一 特征标 - 
定义 11-1 设 F 是一个域， G 是一个群， y 是 G’—P •(即 F 非零 
元素组成的乘法群)的群同态，则称 P 为 G 到 f 内的一个特征标(或 
称 P 为 G 的一个 F- 特征标）。 

设群 G 的 _F- 特征标全体组成的集合为7%称7’ 中 m 个元素奶， 
供， … ，私为 f - 线性无关，若对任意的从等式 

+ a 决（发） + …+ u m g> m (g) = 0, 

其中 a, 6厂必可推出 a , = a 2 =…== 0, 

定理 ll-l(Dedekind 定理） 群 G 的不同的特征标必线性 

无关。 

证明对特征标的个数用数学归纳法。设 《 = 1 ,则由 a#g) = 
0,及 ¥<«■) ¥=■ 0立即得 a = 0. 

假定对小于《的一切自然数结论成立 ■ ■设心V%， …， 是《个 
不同的特钲标，存在〜， 〜， - , a, e f , 使对一切 g e G, 成立 

a,<f\(.g) + a 2 ^(g) H - \-a n <p,{g) = 0, (1) 

不妨设所有的 4 # 0 (不然可立即归结为小于 K 的情形），由于 ¥i 參 
ft, 故必存在 A€G ，使识 (A) 关但(1>式对任意的 g 6 G 成 
立，故 
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+ a 2 ft(#) + ... + a,%{gh) = 0, 


(2) 


因为 A 是群同态，所以 （2) 式可化为 

ai 9 i <. g )9 iW + a 决 (友) ft ( A ) + ... 十 a n %{ g ')% ih ') — 0, (3) 

将 (1) 式两端乘以 W ( A ) 并减去 (3) 式得： 

ia t 9iih ) — a 决(互）+ ( a } %( h ) — a 3 ft ( A )) ft (发）+ … 

+ ( a „ f ,(. h ) — a , q >,(. h ))< p n { g ') = 0, (4) 

(4) 式对一切裏€^成立，由归纳假 设得， a 2 ft ( A ) — = 0,但 

?1( A ) 关必使& = 0,这 与屯浐 0的假定矛盾。证毕。 

推论 11-1 设£是 F 的扩域 , 7 l , 恥，…，7.是五#的自同构， 
则？7 .必尸 -线性无关。 

证明 将7,限制在£•上,则得到•的群同态，由定理知 
7 i , ? ■■必 E - 线性无关,当然也 f - 线性无关。证毕 B 

现在我们来证明正规基定理 - 

定理 11-2 设£是 F 的 Galois 扩域，则必存 E / F 的一组正规 
基„ 

证明 我们分两种情形来证明：（1) f 为有 限域； （2〉 F 为无限 
域. 

(1) 因为有限域上的 Galois 扩域的 Galois 群必是循环群(参见 
定理8-2)，故可设 G = Gal E/F ^ (?) 且 [ SJ ] = | G | = ”，于是 
r = 1 且 U ,7, V s , …， 矿—”是£/尸的不同的自同构，显然的 
任一自同构均可看成是 F - 线性空间 E 上的线性变换。由矿=1可知 
7作为的线性变换适合多项式 

fix ') = z ' - 1 0 (5) 

另外因力 { U 7, f , 是不同的自同构，由定理 11-1 的推论 
11-1 知道它们是 F - 线性无关的。这表明 （5) 式是？作为 E 上的线性 
变换适合的极小多项式，它的次数恰为于是7的极小多 
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项式就是它的特征多项式，由线性代数知存在 《€■£，{«， ？(《),•••， 
线性无关，它们就是所要求的正规基。 

(2). 设 G = Gal E/F =冰，％， ... ，。因为 G 是一个有限群， 
只有有限个子群,因而由 Galois E / F 只有有限个中间域。 

由定理 1-3 知道必是 F 的单扩张,即存在《 £ £使 a 现 
假定《在 F 上的极小多项式为 /( x ) 0 由于是 F 的可分扩域，故 
/ U ) 是一个次数为《的可分的不可约多项式，也就是说 / Or ) 在 E 
中无重根(从£：的正规性知道 /( x ) 的根全在£中），因此尸（《> # 
0•再设叫=?,.(«)， e _ = 1，2,…，”，则 《_. 也是/(工)的根且由于£ = 
f (“），从 A = w ,+ 可推出= %，故《 1 ，…，《,是 / Or ) 的”个不同的 
根。作 


g (, x ) 


/( x ) 

( x - «)尸 ⑷’ 


咖 )=( …鳥 ,)， 

则 gCx ) f 釣(工)是£上的多项式且 g ,.( x ) = 7，(容(工)）6显然若是关1、 
则是 g , Or ) 的根，因此 


{i^k) 9 ( 6 ) 

作£ 上的多项式 A ( x ) = g x ( x ) + gt ( x ) + — + g ,( x ) — 1，则 
degA ( z ) <« — U 但另一方面由 g . iUk ) = 0, gi ( Ui ) = 1 知道 

A (« r ) =0, / = 1，2，…，《，因此办(之） 一 0,即 

gi (，） + &(:) + ••♦+ g «0 r ) = 1。 (7) 

在 (7> 式两端乘以 g f ( x ) 并利用 (6〉 式可得： 

/( 工） \( gi(^y —客 iU ))。 （8) 


現考虑下列《阶行列式: 


D ( x ) — \ r ) i i ] k { g { x ) y )\ (1 < i 9 * <«〉， 
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/5(：0是£ 上的多项式，则 D ( x ) 2 = lM *( gOO ) nM *( gk )) l , 其 
中 f 表示行列式的转置。用行列式乘法及(6>式不难算出当？浐4时 
/ U ) k ;( ， 这里 Q 表示 ( D ( x )) s 这一行列式的第 G _, 4>项„而当 〆 =是 
时第(*_， 4) 项为 c « = (7;( gi ( z )))* + …+ (7.. (玄 ,( i )))*» 由 （7) 式及 
(8) 式可知 / Or )| c ,.,. — 1,于是 

(D(x)) 2 — l(mod fix')'), (9) 

这表明 关0。 由于这时£是无限域，故必存在 k € £使得 
D(v) 尹0„令 a =玄(石）， 则 

D ( v ) = 1^7*0) I 尹0。 

最后要证 7 i ( a )，72( a )， …， 7,(<0是 f - 线性无关的。设 q ， a 2 , …， 
〜 6 f , 使得 

fli 7 i ( a ) 4 - a 2 72( a ) + …+ = 0, (10) 

G 中的元素依次作用于 (10) 式便得到一个齐次线性方程组<将 a ，看 
成是未知数），其系数行列式等于 lv . v *( a ) l 尹 0 ,因此只有唯一解 
fll = a 2 = ••• = a , = 0,由于 [£： F ] = n , 因此 )?,(«), ? 2 ( a ), •••, 
7.(«)就是所要求的正规基。证毕。 


习 题 

1. 设£是 F 的 Galois 扩域且其 Galois 群 G = {?,. U = 1，…， 
n}， 求证: E 上《个元素《 ，，… ， t 线性无关的充要条件是 
(^(^，.(“，⑴不为零。 

2. 求 Q (/ Y , / T)/Q 的一组正规基。 

•§4.12 域的超越扩张 

迄今为止，我们已详细地讨论了代数扩域的各种性质及结构，我 
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们将在本节中简要地介绍域的超越扩张理论。 

假定£：是 f 的超越扩张且存在有限个元％ ，叫，…，《„,使= 
F ,则称£是 F 的有限生成超越扩张，否则称£为 f ■的 
无限生成超越扩张。这一节将主要研究有限生成超越扩张。 

定理12~1设 S 是尸的扩域，“,， a 2 ，…， a n e E ， 令 F t = F , 
F i = F ^ a i ^ •"* 则 { a ,, «*， …， O 是 f 上的代数无 

关元当且仅当对每个 i ， a , 是上的超越元__ 

证明设对某个〗， a , 是上的代数元，则存在尸^上多项式 
/( X )，使 

/(«，.）= c 0 + + …+ = 0, (1) 

其中每个 〜= 户, .(％，...， •••, p it 幻为/，…， 
中的多项式且1^0。将 q 代入/并去分母便得到一个 
FDr ! ，…，右]中的非零多项式发，适合 g(«n — , O ,) = 0„这表明 
，< o 是代数相 关的… 

反之，设{«,，…， W 代数相关，则存在_；_使 h ，...，0^} 是 F 
上代数无关元而{%，…，是代数相关的，于是存在 fl >,， …， A ] 

中的非零多项式.. ... = 0 o 不难将 g 变成系数在 

FDr , ，…， 4-,] 上的以 〜为不 定元的多项式，再将（(^^代 
入系数便得域 Gy 上的以々为未定元的多项式,圮之为 A ( Xy )„ 显 
然 *(1)=0, 即巧是 上的代数元。证毕。 

定义 12-1 设£是尸的扩域，若存在£的子集 S ,< S 中的任一 
有限子集都在 F 上代数无关，而£是 FCS ) 的代数扩域，则称 S 是 
在 F 上的一组超越基。 


可以证明 F 的任一趄越扩张必有超越基，但我们在这里仅对有 
限生成的情形予以证明。 

定理 12-2 设是 F 的有限生成超越扩张，，…， 
“■)， 则必存在 <〜，"_, <0的一个子集使之成为£的一组超越基 B 
又, ■£ 在 F 上的任何两组超越基中的元素个数相等。 
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证明对《用数学归纳法。《 = 1时结论显然成立，设对1 
结论成立。现来看 O。 若卜,，…， 《,} 在 F 上代数相 
关，则由定理12-1，存在某个，…，上的代数元。由归 
纳假设知道存在（〜，__•， +1 ，…， 《.} 的子集&，它在 f ■上代 
数无关且 ，…， •••，《,)是 FCS。) 上的代数扩域。但代 
数扩域的代数扩域仍是代数扩域，因此£是的代数扩域。 

现设 { fll ，…， «„}, {^,洱}是在 F 上的两组超越基。我 
们先证明这样一个事实：在集合〖％ ，…， 中任意去掉一个元，比 
如说为 A ，则必可在说，•“， M 中找到一个元具，使它加入洫 ，…， 
后，{兵，…， 《J 仍在 f ■上代数无关。一旦这一结论获证，不断 
地重复这一过程，可将{«,,•••，中的元都换掉，于是必有 
同理可证 k ^ m , 于是即可证明 m = k 。 现在来证明上述结论。假定 
任一 A 加入(《 2 , ...， 后都是代数相关的，则戽是尸(《 2 , 

上的代数元，于是 …， a„)( 見 ，…， D 是 FOh , …， O 的代 
数扩域。另一方面其是 F(ft, …， A> 的代数扩域，故£是厂(《 2 , …， 
*0(A， …， 呙)的代数扩域。由此将推 出丑是…， 《_) 的代数 
扩域，与 A 在^"(>2,…，〜)上超越矛盾=证毕。 

定义 12-2 f ■上有限生成超越扩张的趄越基的元数称为£关 
于 F 的超越次数，记为 tr . d . E / F , 

超越次数是超越扩张的不变量。若一个超越扩张的超越基含有 
无限多个元素，通常称之为具有无限超越次数，比如实数域关于有理 
数域的超越次数为无限。 

超越次数具有“可加性”，这可由下列定理导出. 

定理 123设尺2£3厂4是£的子集且 A 在 F 上代数独 
立(即代数无关）， B K ， S 在£：上代数独立，则 Z U S 在 f 上代数 
独立 - 

证明设 C 是 A U S 的任一有限子集，则 C 可表示为 = 
(叫，•••，《— …， A}， 其中 a e a , b , 由定理 i2-i ，巧在 

Fia t , « ，- ,) 上超越， ft 在 E(A, …， A-0 上超越，从而 A 也在 
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a M , /9 1? 上超越 • 再由定理 12-1 可知 C 在尸上 

代数独立。 证毕- 

推论1 2 _1设 {〜...， 是 fi / f 的超越基， 

. . fit ) 是 K / E 的超越基，则 {«! ，…，名， ... ，/3*>是尺 / F 的 

超越基，从而 K / F 的超越次数等于 £/ F 与尺 / E 的超越次数之和。 

证明由上述定理，只霈证明 A ■是打叫，…，〜；呙，…，爲） 
的代数扩域即可。因为£是 FC % ，…， 《-) 的代数扩域，故 £( 足， ...， 
A ) 是 Fh , 怂，".，呙）的代数扩域，再由 K 是£(历， ...， 

A ) 的代数扩域即知负，…， A ) 的代数扩域。证 
毕 。 

若£是 F 的超越扩张 A 是 E / F 的超越基，如果£ = FCS ) ,则 
称£是，的纯超越扩张-由超越基的存在性知道， F 的任一扩域或 
是代数扩域，或可分解为一个纯超越扩张及一个代数扩张的合成 jp 
若£是尸的超越扩张，则存在超越基 S 使 E 2 F (_ S )2 F , 其中£；是 
FCS ) 的代数扩张， FCS ) 是 F 的纯超越扩张 

纯超越扩张，特别是有限生成的纯超越扩张是比较简单的超越 
扩张。设 Um …， 《■} 是 £/ F 的超越基，这时£ = F (. ai , «,) ^ 

，…， a )， 即为《个未定元的有理函数域，但即使是这样的域 
研究它们仍很不容易，比如设 凡是 n 次交错群，<7 6 4 ■，令 aU .) = 
，则 a 导出 £/ F 的一个自同构。记 尺 = Inv 九 ， K 是 的中 
间域，现在问 K 是否是 F 上的纯超越扩张？这个问题至今仍未解决。 
但是对于” =1的情形，即对单超越扩张有下列著名的 LUroth 定 
理。 

定理 I 2-4( L 0 roth 定理）设= F ( a ), 0 是 F 上超越元，则 
£/ f 的任一不等于 F 的中间域仍是 f 上的单超越扩张,即存在 
F 上超越元尹，使尺=尸(沒)， 

为了证明 LUroth 定理，我们需要做些准备工作__ 

设£： = F («), «是^■上的超越元，沒是 fi 中元但不属于令 
尹=/(«0/发00,其中/， 发是 f 上的互素多项式。又设 
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/( a ) = a 0 + < 2 ' + …十 a , eT , 

茗(<0 = 6 0 + 6^ + ••• + 〜 〆 ， 

这里 a , # 0 或 6, 矣0，即《 =max { deg /, degg 1 }。 由 yS =/(«)/^(«) 
得到 / ⑷ 一 fe ⑷=0,即 

( a . —紙) 《" + ( a—i — / S 6,- i ) a " _1 + …+ ( a 。— 私。 ）= 0。 

由于沒不属于 F ， 而 a ， 和属于/且二者不全为零，故 a , —加 ，不 
等于零，《适合一个 F 08) 上的 n 次多项式： 

( a , — Pb „') x n + ( a ,.., — + — + ( a 0 —私。 ） = 0。 

现在先来证明下列引理。 

弓 | 理 12-1 £， F , a , /3, /， g 同上 ， n = max { deg /, degg }, 
则 《 是域上的代数元且 / U ) — 戸 gU ) 是 F ⑻上的不可约多 
项式，从而 [ E : F 09)] = i 

证明由上述说明知是 ir (/9) 上的代数元，现证明 / (x) 一 
㈣ x ) 不可约。注意到沒必是 F 上的超越元，因为否则五是 f (於)的 
代数扩张将导致 S 是 F 的代数扩张而与已知矛盾„考虑环 
F [/3, 由 §3.8 中的引理 8-4 知若一个 I 的多项式 

在 F 09] 上不可约，则它必在 FW ) 上不可约，因此我们只须证明 
/ Or ) — 是孔声，中的不可约多项式就可以了。 

多项式 / U ) - & U > 中卢的次数为1,如果它可约，其中必有 
一个因子不含 A 记之为，于是 

/( x ) —处 ( x ) = </( x )[ gCr ) + 你(工)], 

比较沒的次数即知 rfU ) 是 / O ) 和 gU ) 的公因子，与假定矛盾，结 
论成立.证毕. 

现在可以来证明 Lilroth 定理了 „ 

证明设尺是£ =尸1>)与 F 的中间域且 A ： 不等于 F , 则尺含 
有一个不属于 F 的元素八这时五是 F ( y ) 的代数扩张，从而£也是 
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K 的代数扩张。记《在 K 上的极小多项式为 /(d = z " + 6. x *- 1 + 
…+ 乂，其中每一个6;都属于 X ，因此可以假定 6,. = g ；( a )/ A ,( a ), 
g f . &为 F 上的多项式。用适当的关于 a 的多项式乘以 / Or ) 后便得 
到一个 FO , JT ] 中的多 项式： 

/(a, x) = c 。 ⑷工" + c,(a)j：" _I + •- + c B (a) , (2) 

我们不妨假定/(«， d 是中的本原多项式，即的最大 
公因子为1。又6, = 是尺中元素，但因为《是 f 上的超 

越元，它们不全在 F 中,设其中某个也(记之为卢)不在 P 中且存= 
g ( a )// K «)， 《•， A 是 F 上的多项式且无非平凡的公因子，又设 
max {deg /, degg } = m , 由上述引理知道 gCr ) - /3 AU ) 是尸(沒） 
上不可约多项式且由于 A ： 包含 F 08), [ E -. K ] - 
«，故 m 一旦能够证明 m =»， 即可得到尺= F (幻。 

由于《是 gU )- 邶 U ) = 0的根且这个多项式的系数在 K 中， 
故在 K 上， ^ Oc ) — = /(： r ) 9U )„ 将办 ( a ) 代入后可 

得. 

g { x ) h { a ') — g ( a ) h (, x ) = f { x ') q { x ') h ( a ~) 0 

注意到/与#的系数都在 K 上，它们都是的有理函数，于是乘以 
—个适当的《的多项式以后，便可以得到 F \： a , 中的 等式： 

备 ( a )[>0 r >/ i ( a )— 犮 ( a ) ACr )] = /(“， x ) q ( a , x ) , (3) 

其中 /d : r ) 如 (2) 式所示，由于 /< o , : r ) 是本原多项式，故 K «) 可以 
整除？ (《， x )„ 消去 A ( a ) 后 (3) 式变为， 

g { x } h ( a ) — g (. a ) h (. x ) = f ( a , x ) p { a , x ) 0 (4) 

(4) 式中右边关于的次数至多为 w 。 而尽= g < a )/ fe ( o ), 〆 <»>与 
Ma ) 互素且 max ( deg /, degg -} = m , 因此 /( a , •!> 中 a 的次数至少 
为 A 这表明 /(«, 4中《的次数恰好为 W , p { a , 2)中《的次数为 
零，即 p ( a , I ) € F [ x ], 于是在 F [ a , x ] =尸[>]1>]中，（4>式右边 
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是一个 X 的本原多项式，当然左边也是 a ： 的本原多项式 。 另一方面， 
(4) 式左边关于: r ， o 对称(差一个负号），因此它也是一个关于《的 
本原多项式，这样， （4) 式右边是 a 的本原多项式，因此有 X) e 
厂即 pia , : r ) 是一个 F 上的常数多项式。这说明 / Ca , :<:)中《的次 
数应该等于 I 的次数，即 m 证毕。 

习 题 

1. 设£是开的超越扩张, C 是 E 的有限子集，若对 E 中任一元 
y ，{： y } UC 在 F 上代数相关，求证 , c 包含了 E / F 的一组超越基。 

2. 设五是 F 的扩域， U ,, 〜， ...，《•} 是£中元素，它们在 F 上 
代数无关，证明:若卢 eFCA ，〜，•••，《»)且/?不是 F 中的元素，则存 
是 F 上的超 越元。 

3- 设 £： = fi >)， 《是尸上的超越元 a 是的自同构，则必 
存在 F 中元 a ， 6, c , </， 使 tf ( a ) = (aa + + d)。 反 

之，对任意的 F 中元素 a ， 6, c ， rf ， ad^bc , 都可由上式决定一个 
£/ P ■的自同构。 

4 .设£ = F («) ，“是 F 上的超越元，试求 Gal £/ F 。 


210 



附录 


习題简答 


第一章 

§ 1 .« 

1. — 8. 略。 

第二章 

§ 2.1 

1- (1) 不是》(2)不是; （3) 是 〆 4) 是 〆 5) 不是; （6) 是。 

2. 用数学归纳法即可证明。 

3. 直接 验证. 

4. 直接验证。 

5. 证明： （ a 6〉 _1 = 即 b ~ l a~ l — ab , 故 ba = ab 。 

6. 证明： （ a *) 2 = abab , 又 {abY = aV ， 由此可得 6 a = fl 办。 

7. 证明：由 (.abr = 及 iaby + ' = a - +1 6- +, 得 a " + i b ' +1 = 

= aHabT ^ aba - b % 左消去 a 右消去 6 ■，得心=同理 

由 (. aby +1 - a " +, br +i S . (. aby +i - a ， +2 妒+ 2 得 a n+ 'b = ba ' + \ 于是 
ia ' +1 = a ( a * i ) — aba ", 因此 ab = ba 。 

8. 证明：将 G 中元配对 { a , 因 G 为偶数阶，必有 g = 

S ~\ 

211 




9. 证明： 先证明设有 = e ，则 = 
a'ae = a ' aa ' a " ~ a ' { aa ' ) a " = a ' ea " ~ a ' a " ~ e„ 再证明 ea = a, 
ea =(<j<2 , )<3 — a(a’a) — ae = a „ 

10. 证明：由上题，只须证明 a 有右逆元,即存在 7 使 W 二 e。 
作〜 a 2 , d， … ，由于 G 是有限群，总存在 r>s 使/ = ‘，于是 

aa -- 1 = e , 

§ 2.2 

1- 证明： 第一个结论可直接验证。对第二个结论，令I属于 H 
但不属于尺，： y 属于尺但不属于//，则 a 不属于 //U 尺。 

2. H = He = { a 1 , a 4 , < j s , a 8 , e ), Ha = { a , a 3 , a 5 , a 7 , a s }, 

3. 设 = 是 // 关于 /： 的右伴集分解 ， G = UH 七是 G 
关于 H 的右伴集分解，则 G-U Kb ^ 是 G 关于尺的右伴集分解„ 

4. 证明： 若 = K//， 则 (M.XM*) - ' = h'km 
k ' kr'hf 6 KH = HK , 故 MA-' Ai " 1 6 HK , HK 是子群。 若 HK 
是子群，设从€ KH， 则 ( kh )- 1 = hH HK , kh 属于子群 
HK 。 另一方面，若 * € HK , 则 fc— € HK , 设 b — = hk , 则 6 = 
k -' h - 1 e KH , 由此即知 HK = KH 。 

5. 钲明，在积集合 H X A ： 上定义等价关系： （《， 幻〜 Or , : y ) 当 
且仅当存在 aeHflK •使 ; c = «w，；v = a -七。 商集 W X K/ 〜到 
H 尺上的映射 [(«, v )]-^ uv 是一个双射 „ 

6. (.H n 门 /： a , G 关于//的伴集和关于 K 的伴集 

都只有有限个，故关于 HC \ K 的伴集也只有有限个， 

7. 由 Lagrange 定理即得， 

8. 证明： （1) 易证。 （2) 用 （6-46)* = Pa % 可证 •（3) 若 M 
的周期为》，则 （&0* = a ~' a(.bay = a~ l {abYa = e ，故 da 的周期是 
^周期的因子。同理^的周期是&周期的因子。 

9. 证明： 设。= k>, 现证明V是 G 生成元的充要条件是 

(A, ”〉= 1。若（是，”）=1，则有 s，t 使 zb + = 1， a = a h+m = 

(a*)'， 故 G = U*>。 反之若 Ofe， H ) = m 关 1，则 <d> = </> 是 G 的 
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真子群。 

10. 证 明：先 证明若 （ W ,«> = 1, 则幼的周期等于細。事实 
上，(沾) ™ = e ，沾 的周期可整除，记为 t 又 〆 * = ( abyke ， 故 
m 是 nfc 的 因子。 同理 n 是 mA 的因子，但 （ m ， n ) = l ， 于是 A = » nn 。 
考虑一 般情形，将《， 》* 作素因子 分解： 

m = />V 沖…/>;，， 
n = p ^ p ^— pi ', 

其中 A >0, /；>0 o wi , n 的最小公倍数 [ w , = 其中 

«. = max { e； , 经过素因子次序的适当调换可设 = 1， 

“.，/),&< 仙 =/ + 1, •“， f )。 令(： = a % d =铲，其中 i > = 
… 〆 '，w = 0… 〆 ％则 c 的周期为 fi e n ?， d 的周期为 
显然它们互素且其积等于 [ m , 又 cd = dc , 因此 d 的 

周期等于 

11. 证明： 用反证法。若旧| + rr |> | G |, 则对任意的 
is-'gi - 15|, 故门 7 •非空，即存在 e 5-', t e t 使 

12. 直接验证 C ( S ) 是子群， C ( G ) 是 G 的中心。 

§2.3 

1. 由上节题4得证。 

2. 逆命题不一定成立。如 Hamilton 四元数群，它的子群都是正 
规子群，但这是一个非交换群。 

3. 证明： 对 G 中任一元 g , 仍是 G 中阶为 M 的子群，由 

假定 =//，即 g H - H ga 

4 . 证明： 因为 w 正规，故€ W 。 同理 
^ yx -' y -^ ixyx -^ y -' 6 H , 于是々工-^一 1 ^ H C \ N = { e }, 即 
xyx ~ x y~ x = e . 

5. 证明：设 N ^< a >, 对任意的 g ^ G , gag - 1 e N , 不妨设 
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糾 = a % 对 // 中任一元 《*， ga k g -' = (^-')* = ^*= ia k Y € 
故 // 是 （； 的正规子群。 

6. 证明：设 G / C =<5>， 对任意的 6， ceG ， 设 6 = S -，？ = 
S ", 则6 = a m x , c = a ' y , : r , y € C 。 于是 *c = a m xa'y = a ^' xy , 
cb = a " ya m x ~ a " + "_ r ； y 。 

7. 证明： oU ) 既能整除 [ G : W ] 又能整除 W 的阶,故等于1，即 

8. 证 明：设 a e G ， 则似^- 1 ^;- 1 € [ G ， G ]。 又因为 N 
是 G 的正规子群， a : ca _1 6 iV ， axa "' x _1 € N , 即 aara -1 ;? -1 = e 。 

9. 证明，显然 G 是加阶非交换群，现求其中心。设 c 6 C , 则 
cx = xc , cy = yc „ 反之若 c 适合 c;r = xc , cy = yc ， 则 c 6 C 1 。 不妨 
令 c = : c __ y ，则 x'Vx -- : c " + y 。利用 : cjy = : y-k 得 £ + x y- j = : c "_ +1 y ， 
即 =«? •从 a = 〆 得 x ' y +1 = yx ' y , 从而 w ' = 若 {• = 0, 
则 W =3 fy , 显然，当 *_ = 1 时 = _ yz 和假设不符，因此 n 为奇数 
时不存在 y 使 / = e ，于是 C = >} ■若《为偶数，则 j = ”/2, (：包 
含不 止一个 元素。 

10. 证明： （1) 对 a , 6 6 S ， 有 V = e ， 6 ’ = e ， 故 iab~ l y — e , 

即 e S , 又若《是 G 中任一元，则 igag-'Y - =匕 

(2) 若（5)，= ?,则（ 〆 )广即 〆 1+1 = e , 故 x6S 0 

§2.4 

1_ (1) 是， Ker / = {— 1，1}。 （2) 不是。 （3) 是， Kerf >= 0。 

2. 直接验证， Kery 为旋转阵全体。 

3. 作 G 到正实数乘法群的映射八/(幻= kl ， 再应用同态基 
本定理。 

4. 作 G 到绝对值等于1的复数乘法群的映射 

5. 作到 G 的映 射： 

[I :) 一 +& 。 
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6. 证明，（1)[(^^0 = 2，故7^是(？的正规子群 4 

(2) 作 G 到& 的映射 /jy — i , 则 / 是映上的且 KerZ -纪 

7. 证明 ： afr — ( aft ) -1 = b " x a~ x , 又 ab — a ~' b ~ % . 即可得 a 6 = 
ba 。 

8. 利用对应定理即得。 

9. 证明： = 含于//之中,是 G 的正 

规子群且 NH^N (否则 H = N ), 故 NH = G 。 而 G/N 为单群(上 
題），因此 H n W 是 H 的极大正规子群„ 

10. 证 明：若 fKa ) a -' = ?<6)6 _1 ，则 p (6)"' f < a ) = ( T ' a ， 或 
y (6 _1 a > = i ~' a , 故 n — e , b = a , 因此 a — 是单映射。当 
G 是有限群时也是一个满映射。 

11. 证 明：利 用上题结论， G 中任一元哀= ^ a ~\ 于是 
M = a < p (. a )-' = ( y ( a ) a - 1 )-' = g ~', 于是 G 是 Abel 群，又由 
?< g ) = g ~'^ = e 可知 G 为奇数 阶群。 

12. 证明： < p ( jcy ) = ixy) m = jfy m , 故 f > 是 G 的自同态，又 
( m , n ) = 1,故存在 a ， ffw « + « i >= l，G 中任一元 a = a "* + ™ 
- a ™ = ( a") M = ?< a -), 因此 P 是映上的。但 G 是有限群，所以 P 为 
单映射 . 

13. 证明： 若 G 是 Abel 群，则 z + 是 G 的自同构且由于存 

在这个自同构不同于恒等映射，故 Aut ( G > 的阶大于 U 如 G 
不是交换群，令6不是 G 中心元，则；《： — 是 G 的自同构，也有 

AuUG ) 的阶大于1的结论。 

14. 证明： 若 G 是非交换群，由上題知 Am ( G ) 的阶大于1，因此 
G 是 Abel 群且由上题知 G 中每个元: c 都有/ =〜于是若 G 的阶 
大于 2， G 必不是循环群。 

设〜，&，•••，是 G 的极小生成元组，则 G 中任一元可唯一 
地写为冲冲…4的形状 （A = 0, 1 >,作 G 到 G 的映射 ：祌冲 … 
a :" ■* a … fl „ ，不难验证这是一个自同构，故 G 的自同构群的阶大 
于1。 
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15. 证明， 类似上题，设 a : , fl 2 ，…， fl ，是 G 的极小生成元组，因 

G 不是循环群"会2,设〜的周期为》«，〜的周期为 n , («, «) = 
/，若 （ m ， n ) = 1，则 a x a t 的周期等于 mn , a , 6 < a x a 3 >, 6 

< a , a 2 > ，与 i 极小矛盾，故 // I 。作 ft f a ^-* a x a \, a i ^- a i { i '^2'), 
其中 i = M / Z ， 则 w 是自同构(逆为 a , -* 0 , 0 ^, a ; )。 又令 s = 
»*"， 作？％ * a z -^ a \ a s , a t -*- a ^ i ^2), ^ 也是自同构，而 fifi 去 9 i 9\- 

16. 证明： （1) 若 j £ /，则町6 /的充要条件是 a = F 。 

若 J 中的元素都互相可交换 ，则/ 是群 ，但/ 中元素的个数超过了 
■|,故/=0,6是 Abe 〖群。若否，则存在 u 町关: yu 的 


中 心化子 CU ) 的元 素个数 不超过 G 的一半，因此/中与^:不可交换 
的元素个数大于 1 G ! 的1/4,即有7中元素 a ,( z 大于 | G | 
的1/4)，使 xai , xa % , ―, xa , 都 不属于/，从而引出矛盾。 

C 2) 这时 G 不是交换群，■?中存在元素 a ： y , z ： y 关: yi , 故: r 的 
中心化子 C ( x ) 元素个数不超过 G 的一半。若 CU ) 0 I 中元素的个 
数严格少于 G 中元素的一半，则/中与 x 不可交换的元素将超过 G 
的1/4,与 (1) 一样引出矛盾，故 cu ) n /的元素个数恰和 G 中元数 
的一半相等。但 C &) 中元数不超过 G 的一半，故只能等于 G 的一 
半，即 [ G : C (： r >] = 2。又有 C ( x > 属 于厂于 是若: v , Z e /,则由于 
yz € C (. x ), : yz € /，故>« = ，即 C ( x ) 是 G 的 Abel 子群。 

§2.5 

1. 证明，若^关则 G =< a >。 因为无限循环群有非平 
凡子群， G 不可能是无限群，由定理 5-2 可知 G 为素数阶群。 

2. 证明： 设 G 可由有理数 9| //>，…， 9 n / p 生成(经通分后不妨 
设这些有理数的分母都相同），令 d 是诸分子的最大公约数，则 d /户 
是 G 的生成元。 

3. 证明：若 G 是，阶循环群，则同阶的子群必相等,故可设 
H , 尺是 〆 ，夕 阶子群且 A < A ,于是 K 有一个 p * 阶子群它必定为 
H , 故 H 属于反之 , G 的所有子群排 成链： 
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< G ，设 //»> 为 〆 阶群，若 G 不属于//»,作 G 生成的子群 
< g > ，则 < g > 属于//„或< g >= G 。 但前者因 g 不属于 // w ， 故 
不可能。 

4. 类似引理5-1。 

5- 证明：必要性显然.设 G = 乙 ， H = Z •，且 m = « r , 作 Z — 
Z 的恒等映射将映入《2■，从而导出 G 到 H 的映上同态。 

6. 只须证明核为零。 

7. 直接验证。 

8. 证明： 循环群的自同构完全由它在生成元上的作用决定，作 
< K 1> 即可得到所求结论__ 

9. 证 明：设 < r 是群同态！ Z , Z 且 < r ( l ) = w ，则 < r (0) = 
u ( n ) —— nm , 于是 = 0，= 0，即 = 0。 

§ 2.6 

1. (1) (1, 2, 3, 4, 5)(8, 9)? (2) (1, 6, 2, 5)(3, 4) 

2. (1) (1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 5, 4) } (2) (2, 1, 3). 

3. a 2 = (1, 3, 5, 2, 4), « 3 = (1, 4, 2, 5, 3), a 4 = Cl , 5, 4, 
3, 2)。 

4. «= (2, 3, 5)(4, 6) (答案不唯一）。 

5. <*:!„-*■ ;„(w — 1,…， A )。 

6. 周期为 r ; 的最小公倍数， 

7. (1) 奇； （2) 奇； （3) 偶。 

8. 证明： 心中任一户阶元都有 <; t , 6 ，…， 的形状。 

9. 设《 属于及 的中心，若 （1), 则存在两个不同的元 i ， _/ 
使 Za = _/，因为 n > 3,令是声 i _， j 且；？ = (_/，是），则“卢尹 / Sa ， 与《 
是中心元矛盾。 

10. 证明：当《 > 2时，令 a = (1，2)，/? = (1，2, 3), 则 
= (1，2, 3)，故 （1, 2, 3) € [5„, S ,]。 但任一 3循环均可 

表示为 ff — Cl , 2, 3) fl 的形式。又[又，正规，故 九属于 [又，5.]„ 
另一方面，显然任一换位子都是偶置换。 


217 




11 . 证明：设//是 a , 的正规子群，若则 ve // 且形如 
ff - Vff 的元都属于若= 6,则//至少含一个3循 

环，不妨设为 (1, 2, 3), 则//含(1，3, 2), 进一步计算表明//含所 
有的3循环，故 H = 戍。 

12. 证明： //至少含一个奇置换，奇置换和偶置换的积为奇置 
换,奇奇之积为偶，由此即知奇偶相等 - 

13. 证明，若//是艮的正规子群，则八是^ •的正 规子 
群，故 HD { e } 或//门戌二戍。若乂，由 i / fl 次二九 
知 H = 又从只门疋二{4得//= {«}。 

14. 直接验证 。 

15. 证 明：由 Cayley 定理, G 同构于的一个子群//,且//可 
看成为 G 上的右乘变换全体。由 §2.1 中的习题8可知//中必有2 
阶元《，《可写成为若干个不相交的对换之积。又因为右乘变换无不 
动点，故《可写成 A 个对换之积，即《是奇置换^ H 中偶置换全体正 
好构成 H 的一个*阶正规子群， 

§ 2*7 

1. 证明： y 的共轭元形如(“，“，共有（《 — 1) !个，它 
的共轭类应有[&:0(7)]个，由此可得 COO 中有 n 个元素，即 
c ( y ) =< y >。 

2. 证明，作群的左伴集集 G ///, 上的置换全 

体就是对称群作 G — S _> 的映射 p < 将; r // 映为则 P 

是群同态。令 A ■是 P 的核，则 K 是 G 的正规子群且同构于 
Im < p ^ S „, 因此 [ G : 尺]是 n !的 因子。 

3. 参见例8中 (6) 式的证明^ 

4. 证明 ： （1) G = C IJ ( U C ? )(3- eG , 并为无交并） , C ，是 : y 所 
在的共轭类，则 jv = wriG=(cn AO U ( UC , f ) JV )， 故 = 

IC D 纠+ D IC , 门 W U 若 : y e W ,则 C , 属于 iV ,否则 C , 门 W 为 
空集^但 | C ,| -[ G , C ( y )], 因此 | C ,| 是户 的幂且不等于1,于是在 
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等式 iam = icriNi + 2i c >n^i 中左 边是夕 的幂， ic,n-^i 

或为零或为户的非零幕，故 ic n am 弇1。 

(2) 对《用归纳法。设//包含 C ， 作 G / C ， 则存在不在百中的元 
却 H - 1 =7? a 显然： T 不属于这时 C 属于： r / Zx — 1 ， 由对应定 
理有 xHx ~' = //__若//不包含 C ， 则结论显然， 

(3) 由（2)， 1 阶群//的正规化子 AKH ) 包含//但不等于 
H ， 故 N ( H ) 等千 G 。 

5. 证明：显然 1 G | 不能整除 p !，由第2题可知//含有 G 的一 
个正规子群由 [ G : K ] 整除 f !但■是 | G | 的最小素因子得 
H = K, 

6. 诋明，由例6可以知道 H 的共麻子群有 [ G : AKH )：1 个 ， H 
属于因此若任两个共轭子群不相交，共有元不超过 
[ G : JV ( H )]| H | < | G | 个。 但事实上^属于每个共轭子群，因此 G 
中必有元不属于每个共轭子群。 

7. 由习题2即得。 

8. 证明： 若 a ， b 只有有限个共辆元，则 gabg~ l = gag ~ l gbg~ l 
也只有有限多个，押、—也只有有限个。 

9 - 证明 ：若* 与 a 共扼，则* = gag~ x = ( gag ~ l a~ l )a 6 
[ G ， G ] a 。 

10. 证明：对》个元素中任两个£，_/，（1,£,_/)将*' —人 

11. 证明：假定 G 可迁 ， Stab 1 = G , ，若记 *5 为《个文字集，则 
|5| = [ G :^] (这时只有一个轨道），即《 = [ GGJ 。 反之从《 = 
[ G ：^] 知 S = G * l t 即只有一个轨道。 

12. 由题11即得。 

§ 2.8 

1. A 有3个8阶子群,4个3阶子群。 

2. 可证明 7- Sylow 子群只有一个，故必正规《 

3. 可证明 37- Sylow 子群只有一个，故必正规。 

4. 由例4或直接验证。 
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5. 利用 §2. 2 中的习题10。 

6. 证明：若/ > > g ， 则 f - Sylow 子群有1 + 个且 1 + 是/ >1?， 

只可能是= 0,故/ >- Sylow 子群正规。 若 fl < q , g - Sylow 子群有1 + 
㈠ 个且1 + &|八但/><9,故1 + 因此只可能1个或 〆 

个。若有 〆 个，则9 I〆 一 1 ， 即？ | ( 声+ l)(f _ 1) 。 由于 ？ 不能整 
除户一 1，故 dP + l - 但？， g 是奇素数，不可能，于是 9- Sylow 子群 
也只有一个(注 :奇素 数的条件可改为素数，只须再讨 论一下 P = 

9 = 3的情形 

7. 可证明 5- Sylow 子群只有一个。 

8. 证明： 231 = 11 X 3 X 7,可证明 11- Sylow 子群只有一个，设 
为 7~ Sylow 子群也只有一个，设为5。 S 均为正规子群且自 
身为 Abel 群，故是 G 的交换子群。设 C 是 G 的 3- Sylow 子群， 
则 | AC | =33。而 AC 是 G 的子群，再用 Sylow 定理于可知(：是 
AC 的正规子群，故 4 C 也是交换群.这样 d 中元和 B 中元, C 中元 
都可交换， d 必属于 G 的中心， 

9. 证明：设 G 的 3~ Syl OW 子群为//，则= 4。由 §2.7 
中的习题2可知 G 有一个正规子群 K 且 [ G ： X ]|4 : ，故尺# { e } 。 

10. 证明， 先证明15阶群是循环群。事实上15阶群只有一个5阶 
子群和一个3阶子群，因此这两个群都是正规子群且交为 ， 由此即可 
证明15阶群为交换群从而必是循环群。设 G 是30阶群，若 G 有10个 
3- Sylow 子群，则只能有一个 5- Sylow 子群，记为 B , 则 S 是 G 的正规 
子群。设 X 是 G 的某个 3- Sylow 子群，则是 G 的15阶子群，故为 
循环群中只有一个 3- Sylow 子群，故还有9个在 AB 外，这是不可 
能的。另外， G 有6个 5- Sylow 子群的情况也可类似排除。 

11- 证明： G 的阶为2 3 • 3 2 ， G 有1 + 3 A 个 3- Sylow 子群，又 
l + 3*|8,4 = 0 S 々= UgG 有一个 3- Sylow 子群，则必正规 a 若 
G 有4个 3- Sylow 子群，记 W 是某个 3- Sylow 子群的正规化子，则 
LG -. N 1 = 4。由§ 2. 7中的习题2可知 G 必有一个正规子群。 

12. 诬明：易证77阶群是交换群从而是循环群，必有一个元的 
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周期为77。若 G 是非交换群且 G / C 为77阶群，则由§ 2. 3中的习题 
6知道这是不可能的。 

13. 证明： 若 H 包含 N ， H 是 G 的子群，令 : re 则尸 

及:都是 G 的/ ^- Sylow 子群且属于//，于是存在 j e H 使 
P = y-^~ l Pxy, 这表明 z：y 6 故 x 6 

1 4. 证明： wfi 尸显然含于 // fi 况(尸）内。又 （ HnN ( p >) 尸 
是 G 的子群，但 P 是 G 的/ >- Sylow 子群，故 （H n NCP))P = P ，于 

是 w = (// n N ( p )) p/p g // 门 n ( p)/h n p . bp h n 

尸。 

§ 2.9 

1. 只需证明映射 U , 幻 —（6, a ) 是同构即可。 

2. 只需证明映射 a gl , 心）， g 3 )^ c gl , gi , 是同构即可。 

3. 用 §2. 4第二同构定理 D 

4. 例如 ： G = Z 2 ㊉ 0) >, G 2 =< (0, 1) >, 
G 3 =< (1. 1) >。 

5_ 证明： G — X H 2 X …X //, 的映射： g -♦ (.gN, , gNi, 
…， gWJ ， 容易证明它是单同态__ 

6. 类似例3并注意到 〆 阶群是 Abel 群。 

7. Am ( G ) 的阶为（户 2 - IHp 2 - p) a 

8. 只需证明 M 0 = { e }， 由§ 2. 2中的习 

题5即得， 

9. 证明： 只需证明表乐唯一。 设宮= gwg - = fhfti … K ， gi , 
& 6 M ， 则 - ^» _ - 1 i -- *^ r 1 g , r 1 * i ^2 ••• *.-i — 

6 W , n ^ { e }, 从而仏消去办， 〜再 

用同样方法即得。 

10. 类似例3并用习题\ 

11. 显然。 

12. 例如: A 有一个3阶正规子群，一个2阶子群且二者之交为 

W , 但&不是它们的直积。 
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13. 证明：若& 表示为 H 与 K 的直积，则其中一个子群为 2 
阶，另一个为4阶^ 4阶群 或为么 或为+ &。若为前者，则厶可 
分解为3 个心 的直和，每个元的周期不超过2,此与 乙有 8阶元矛 
盾。如为后者 ，厶元 的周期最多为4,也引出矛盾。 

14. 类似有限个群直积的证明。 

§ 2.10 

1. 有2个 ㊉ & ㊉ 2 3 给 ㊉ 乙 ㊉ 这 Z lt 。 

2. 有6个 : Z 2 © Z 2 @ Z 2 ® Z 3 ㊉ Z 3 运 Z *© Z S © Z 6 : 

z 2 ㊉㊉㊉ Z 9 这 ㊉ Z 2 ㊉ z w ; 
z 2 ㊉ Z 4 ㊉ Z 3 ㊉ Z 3 笤 Z s © Z 1S ; 

Z 2 ® z 4 ㊉ 厶运 Z 2 @Zw 
Z a @Z s ㊉ Z 3 ^2 3 @Z„; 

Z 8 ㊉ Z 9 运 Z 72 。 

3. 这时 G 为 Abel 群，故必为循环群。 

4. 用定理 10-4 只有一个同构类，故必为循环群。 

5. 注意 c 的周期为8, 为4,不难证明 < d > D < c >= 

6. 证明：显然这结论对 /* 群为真，用引理112即得。 

7. 易证。 

8-注意到若4是小于24且与24互素的自然数，则 f 被24除 
后余数为1。 

9. 八1«(2 18 )笤&©2 2 , 

10. 直接验证。 

§ 2.11 

1. 证 明：若 Abel 群 G 有合成列，则其商因子都是单 Abel 群, 
即素数阶循环群，因此 G 是有限群，反之显然。 

2. 显然。 

3. 注意 Hamilton 四元数群的任一子群都是正规的，故不难求 
出有3个合成列。 

4- 只有一个合成列。 
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5. 注意 S s ， 5 4 的中心为 { e }, 

6. D „ 有正规群列 { e }<]{ e , y , y -'}< D „ 0 

7. 证明：设 《 是幕零群 G 的子群，则 // DC , 含于 C :0/)。 又 
不难验证 H 门 C 2 含于 C t (. H ) ，… ，// = H 门 G = H A C •含于 
CJM ), 由此可知//是幕零群。又若？是 G 到 G / H 的自然同态，则 
V 将 C , 映入 (^( G ///)， 类似可证明 7(0 属于 C „( C ///)„ 

8. S 3: 土是 S 3 的正规子群且幂零，又 S 3 / A , 也幂零，但由题3 
知道 S 3 不是幂零群。 

9. 只需证明直积的《次中心等于 n 次中心的直积即可。 

10. 证明：只需证明 G 的 p - Sylow 子群或 g - Sylow 子群中至少 
有一个是正规子群即可，因为这时可得一正规群列其商因子为素数 
阶或素数平方阶群，它们都是交换群。可分两种情况。若户>?，由 
Sylow 定理可知只有一个 ^.- Sylow 子群，因此必正规。若> 这 
时若有 〆 个 9 - Sylow 子群，则 G 中 9 阶元共有 f (g — U 个，剩下的 
P 2 个元素正好构成 G 的 /.- Sylow 子群，这个 少 Sylow 子群必是正规 
子群. 

第三章 

§ 3.1 

1. 易证。 

2. 证明： 先证明 ii 有恒等元。对 ii 中任一非零元 a , 由于 ii 有 
限，总有自然数 r > l 使 V = a •令 则釦 =0办= 3。若^是 
R 中任一非零元，从 c 知 = ca 消去 a 可得叻= 6, 同理& = 这表 
明 6 是 Ji 的恒等元。再由 §2.1 中的习题 10 可知 R * 是群，故 ii 是除 
环. 

3. 证明：若 a 关 0，£ J 2 = a , 则 a 2 = a . l , 消去 a 得 <2 = 1。 

4. (1 - bay 1 = 1+6(1 - 

5. 证明：充分性显然，只证明必要性。设 / UkU ) =0,/( x ) 
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的零点不包含某个开区间，若 a € [0，1]，如 /( a ) # 0,则 g (. a ) = 
0=如= 0,则在 a 的任意小邻域内总有点6使 /(&) 关0,这时 
gib ) = 0,于是可找到序列 {6, >， b ,-* a , g { b .) = 0得发 ( a ) = 0» 由 
此知 gM = 0 o 

6. 证 明：设 （1) 成立。若《是单位，则只有唯 一一 个逆元，它也 
是《的右逆元。若 (2) 成立，设 《 a = l , 则 uau = u , u(au 一 1) = 0。 
因“不是单位， au^l,u 是左零因子。设 (3) 成立，若 b^0,ub = 
0, a 是《的右逆元，则 a(a + ft ) = 1, a + 6也是《的右逆元。 

7 - 证明 i 设 M ,， …， U „ 是(1 的不同的右逆元，则 M , + 1 _ w ; a 也 
是 a 的右逆元。若〜+ 1 — 《;a == a 15 a ,+ 将是 fl 的左逆元，从而 a 是 
单位，引出矛盾。又若 《i + 1 —+ 1 —则《# = «, a ， 
两边右乘 《i 得 k .+ = «,.，矛盾，故 {«；, a , + 1 — u . a , i = l , …， n } 是 
“的《+1个右逆元。 

8. 解：玩€乙是单位的充要条件是 ( m , h ) = 1, 故该环中单位 
元组成的群的阶为 〆 《)， p 是 Euler f > ■函数。 

9- 利用矩阵知识即可证得第一个 结论。 若 ii 是交换环,结论不 
-定对。如尺= 2,《 = 2 , diag {2, 2} 不是可逆元但也不是零因子。 

10. 11. 易证。 

§ 3.2 

1•一 4. 易证， 

5. 成立。 

6. 不能，因为若 fl + L = c + L ，6 + L = d + L , 则幼一 乂 
不一定属于 L 。 

7- 前面的结论易证，当 Ji 无恒等元时，由 {〜， 生成的左 
理想为： 

L = {S r ' a - + 6 R, W, 6 z). 

8. 证明：只需证明 R 中任一非零元 “ 有逆。 iifl 是 K 的左理想， 
故 = R ，于是存在6使 6 a = l 。 b^Q, R 6 = ii , 故有 c 使 A = 1， 
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于是 c = a , a 的逆元就是办。 

9_证明：若夕 2 |»1，则 w =两# 0,但(河) 2 = 0„反过来， 
设 Z „ 中有幂零元，不难证明可设存在非零元 i ， G ) 2 = 0,于是 
m | P 。 若 m ―久…九， A 是互不相同的素数，则导致 All 从 
而 mR , 引出矛盾，故 m 必含有某个素数的平方的因子。 

10. 若>1属于中心，由 £,.;>! = AE „ 可证明/!为对角阵，再由 
E ti A - AE j ； 可证明4对角线上的元素相同。 

§ 3.3 

1. 易证， 

2. 证明，作的映射=(叫）—（心+ 
/) ,不难验证这是一个映上的环同态且其核为 M „ CO 。 

3- 利用除环无非平凡理想可证明同态核为零。 

4. 易证。 

5. —般情形可叙述并证明如 下:设 …，人是两两互素的 
理想，…，〜是 R 中的元素，则存在 R 中的元素^使^^ 
a ,( mo < U ,) 对一切成立。证明 如下： 

先证明在 i ? 中存在 _ yi ， …，: y , 使对每个 i ’，>,• = 1 ( mod I , ) , y { = 
0 (mod I ,-). —旦证得，令 a = a ,% + …十 aj , 即可。现 来求力 。由 
乙+ t 及可知存在6 6 Ji ，6 / 2 ，使6』.+ q = 1，令％ = 
W , = (1 — 6 2 )—(i — 6,) e />—/., 因此 力 e / 2 门 … n 人， 
V , = Kmod /,-)0^ 1) •其他的 M 同理 可求， 

6. 作 /:R — R / A © R / h , /( r ) -(7- + /,^ + ^), 不难验证 
这是一个环同态且核为 h 对任意的 a ,, a 2 ，由上题知道总存在 a 使 
a - a , 6 //. 因此/是映上的。 

§ 3.4 

1. Ker ^= { reR \ 存在某个 s € < S 使 sr = ，其余不难验证。 

2. 证明：因为 （ w !， n ) = l ， 存在 i，f 使 ms 十 nf = l，<z = 

a m+ " = a m , a M = iTb " = b , 

3. 易证 》 
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4. 证明:令 / ( a /*) =/( fl )//( i ), 不难证明/是同构。 

5. 不难验证。 

§ 3.5 

1. 由最大公因子和最小公倍子的定义即得。 

2. 利用范数即可证明。 

3. — 9 = ( 一 3) • 3 = (1 + -/10)(1 - -/TO). 

4. 由素元的定义即可证得。 

5. 证 明：若 fix 、， gix ^ e z [ x ], 莒(工）|/0)，则 / u )= 
g ( x ) A ( x )„ 有两种可能，或 deg〆 ■*:)< deg / Cr )， 或 A ( x ) =aH 
因为 / Oc ) 的次数有限而 2 是(^ 1 1 38 整区，所以 Z [ x ] 必适合因子链 
条件。 

§ 3.6 

1. 模仿例1的证明。 

2. 证明！ （ C ) 属于 ( a )， 故 c = as , 同理 c = bt , 即 c 是 a ， 6的公 
倍元。又若 M 是 a , 6的公倍元，则 (《) 既属于 ( a ) 又属于(6)，故属于 
( C )， 即 u = CW , 此即证明了 £• 是 a ， 6的最小公倍元。 

3. 证明：若 R / U ) 是域，假定6, c 都不能被 a 整除，则在 
R / U ) 中，石參0,?关0,但反= 0,此与 R /(«) 是域矛盾。反之，若 
不是素元,则存在不能整除6或^但^能整除这等 
价于说在 ii /( a ) 中， b =^0, c ^ 0,但反= 0,故不是整区。 

4. 和整数环完全类似证明。 

§ 3.7 

1. 证明：只须证 明若％ + 6,«+…+ = 0当且仅当 

bi = 0A + + …+ = 0 等价于 A。 + 〜工 + …+ 

办,-1文。 _1 € (/(•2：))，或6。+ & 1 1+ — + b n -i^' = /(xigC-r), fix) 

是次数为 n 的多项式，要使上式成立只有 - 0,于是包= 0。 

2. (2« 2 + u - 3) (3m 2 一 4« + 1) =- 29« 2 + 40 a - 13» 

(« J - a + 4)-' - (m + 1)/6 。 

3 . 解： fix ) = f + x 2 + 1 为三次多项式且在 F 中无根，因此 
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是一个 不可约多项式 ， F[x]/(/(x)) 就是所要求 的域。 

4 . 解： 令 F = Z S ， /(尤）=:«: 2 +_3： + 1是尸上的不可约多项式， 
_ FM /(/ U )) 就是要求的域。 

5. 证明： 令 / U ) — 1，则由于 F 是 9 — 1阶循环群，山 

都是 / U ) 的根，即 / Or ) 在 F 中有9 一 1个不同的根,因此有分解式 
fix ) = (x — a ^'- Ca : — 由韦达定理得屮 •••<*,_， = (一 1)\ 若 
chF ^ t , 结论显然， 若 chF = 2, 这时1 = — 1,结论也成立。 

6. 上的不超过《次的多项式恰有，个， 

§ 3.8 

1. 证 明：作 s [^ i ,—. 工„]-** ( R //)|>,, — , 的映射 y * 将 
Rlx „ ", xj 中的多项式 / 的系数变为它在 K " 中的等价类，: r , 变 
为; y ,， 则 P 是映上的环同态且核为 /[ A , 

2. 易证 •> 

3. 证明：作(: q ， … ， x») =/( x ,, •••, x ,') g { x l , ―, X,), 则由 

定理 8-2 知道 A 是零多项式，再由 FU , 是整区可知/为零 

多项式。 

4. 证明，设 / U )= g (: r ) AU ) ,容 ( x ) 是 FO ] 中首一多项式，比 
较系数知是 f |>] 中的首一多项式。由引理 8-2 可设 gU ) = 
mix '), A ( x ) = sv ( x ), 其中 r，s 属于 F ， u (. x ), i > Cr ) 是 /? Cx ] 中本原 
多项式，于是/(工） = rsu ( x ') v (, x ') , «( x ) t > Cr > 是 /?[ x ] 中的本原多项 
式，因此广4 = 1。再因 gOc ) 是首一的 ， r = 1, g (. x ) 6 i ?[ x ]„ 

5. 证明： 设 a 是 D 的非零元但 a 不是可逆元，作 Z )|>] 的理想 
U ， 现证明它不是主理想。若 （ a , I ) = (/ U )), 则 a = 
/( x )«( x ), 比较次数， / U ) 为零次多项式，设 / U ) = b , 于是 z = 
MUhAU ) 为一次多项式，设为 a + rf 。 再比较系数可知= 1, 
即6是单位，这样 (. a , x ~) = D [ z ], 1 — auix ) + xv (. x ) ,得 v ( z ) = 
0, aGc ) 为零次， a 是可逆元,矛盾。 

6. 证明 i 若 / U ) 是《|>]中的单位，则存在 gU ) 使 
/( x ) g ( z ) = 1,比钕次数即得结论. 
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第四章 


§4.1 

1. Ca 2 + 1)( a 3 + 2 m + 1 ) = 3« 2 + 2« + 7 1 («+ 1)-' = ( u l - 
u + 1)/3。 

2. 极小多项式为: r 8 + 1 ， [ Q («) : Q ] = 8. 

3 ■证 明： [£: F ] = [£. F (« 2 )][ f ( M s ). F ] 是奇数， 
[ E , F («0] =[ FOO : F (« 2 )] < 2。故 [£； FC « Z )] = 1，即 £ = 
W )„ 

4. 证明： 设 A / f 的基为 《丨，…， 《•, 的基为 …， i /,, 
由维数公式可得只要证明 [£,£,] 

即得 [£,(»,, ―, i -„) : £,]< [ F ( v ,, ―, V ,) : F ]。 对 n 用归纳法。 v , 
是 F 上的代数元也是£,上的代数元且它在私上的极小多项式是 
它在 F 上极小多项式的因子，故 [£(〜） : 4] < DPW ]. 假设结 
论对 n — 1成立，则 
[£,( 1 ),, •••, ».)!£,] 

= [£ i(»n …， v .) s £ i ( w ,, …， v ,- i )][£|( wi , …， 

< lF ( v ,, u .- i )：•?■'] 

=[£ 2: /a 

5. 用带余除法即可证明。 

6. 证明：易证 T „ 是线性变换，取基1，= 

F ]), 在这组基下 T * 的矩阵记为 A , 则 det ( x / - 就是 n 的极小多 

项式. 

7. 证明： 设。 eK 但不在 F 中，则 W =/ U )々 U ),/， g 是 F 上 
的多项式且震关0,于是 /( M ) — vg (. u ) = 0„若 /( x ) — vg ( x ') 是一个 
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零多项式，则 u = n ^/ gix ^ F , 矛盾。故 “是尺 上的代数元。 

8. 证明：由第4题， [ F ( a , 6)： F ] < [ F ( a )： F ][ F (6)： F ] = 
mn , 又 [ F ( a , 6)： F ] — [ F ( a , *). FCa )]^^) iF ], 故 m 整除 
[ f ( a ，6) S F ]» 同理 n 可整除 [ F ( a ， b ) S F],M (. m , n ) = 1, 故必有 

[ F ( a , 6) : F ] = mn „ 

§4.2 

1. 当 《 = 1 时，因为是代数元， F («,) - FM ， 用归纳法即 
可证明。 

2. 证明： 设尺是£的子环且包含 f , 若《€ K 且《关0,由于 
«是 F 上的代数元， F ( m ) - F [»] ,即 》- 1 e F [»] 落在 JC 中，故 /c 
是域 B 

3 . 证明：记 fds ]= {/(«,, …， * ohe 5, M 为自然数，/为 
f 上多项式}，则 F [ s ] 是 F (5) 的子环。由題1知道任一/(〜，…， 
M „) e F [«, , ―, «„] — F («,, — , u „), 故若 / 非零，/ 的逆在 f QS ] 
中，即 F [5] - FCS ) ,于是 FCS ) 中任一元。都具有/(〜•••，《„) 
(/ 是多项式)的形状， f ( Wl ，…， 《„) 是 F 上的代数元,这就证 
明了 FCS ) 是 F 的代数扩张。 

4. 复数域是代数闭域且是实数域的代数扩张，故复数域是实数 
域的代数闭包， 

(1) 代数闭域必为无限域可这样 证明： 若£是有限域且 E 有 9 
个元素，则 / U ) = / — ：«： + 1在域£上没有根。由定理 2-4 可知£ 
不是代数闭域。 

(2) 有可能，如复数域是实数域的代数闭包而维数等于2。 

5. 证明： 用归纳法证明下列结 论:若户是不 同于久，…，外的 
素数，则不属于 /&,•••, /5)。* = 1时易证，设结论对不 
超过 A — 1的自然数成立汐是不同于九，…，九的素数，由归纳假 
定， ■/" F 和 不在 Q ( -/ pi , •-» -/ pt - i )中。若 V~p 属于 Q ( -/ pi , 
…， V ^ T 〉， 则 ■/ ~p = a a + a ： 'fpky 其中 a。，fli 属于 Q ( • ff ” …、 
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■/ pk-i ) 。若 尹 0,两边平方后可推得 -/pi € Q (. - fp \, •••. 
■/ pk - x ), 矛盾。若〜 = 0,则/ Q ( •/pit •••» 也不可 

能。 若 a 。 = 0,则 -/~p — a-t 又设 Cj = 6 0 + ■//>*-!, b B , 

b ^ Qi - ZF ,, - , 类似上面的证明可证明 6, = 0 及 

0,不可能，于是 ai Vpk -\, ■/ ~p = 6, -/ pi -1 - fpk . 重复这一过 
程可得 ■/y = <r -/ pi — pt , c € Q „ 两边平方又引出矛盾。 

£的代数闭包是代数 数域。 

§4.3 • 

1. —4.略， 

§4.4 

1. / _ 1的分裂域是 Q (^) ，如是1的3次本原根。 

2. ? + 1的分裂域是 Q (/ Te ， i )， e 是1的4次本原根。 

3. ^ - 2的分裂域是 Q ( «0, 是1的3次本原根， 

[£ S Q] —6, 

4. 证明，/ I "的极小多项式是 / — 2, x *_2 在 Q (/ T ) 中无 

根，故 €3( / T ) 和 Q ( )不同构。 

5. 证明， /( x ) 的分裂域 E - QC /^3, 1 + /= 
Q (/^3), 又不存在£的自同构= 1 + / q 。 理 
由如下:若不然， < T (0) = 0, ffd ) = 1，则对任意的有理数 a , tf ( fl ) = 
a ， 于是有 一 3 = < K ( /^) 2 ) = (1 + /^3) 2 =-2 + 2 /=1, 
矛盾。 

6. / O ) 的分裂域有4 个元： 记 r = z + (/ U )) 6 
尸 O ]/(/0 c ))， 这4个元是0, 1, r , r + 1„ 

7. 用归纳法。 

§4.5 

1. 证明 ：显然 •是 F 的可分扩域。又若“是尺上的代数元，其 
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极小多项式为 g -( x ), «在 F 上的极小多项式是 / Or ), 则在 Klxl 
中是/0)的因子， 〆 : c ) 也是可分的，即《是尺上的可分元。 

2. 这时因为有重根，故单同态个数少于 

3. 类似线性代数中的证明。 

4. 证明：由于？<1) = 1，因此 ？<»»)= «对一切 m 6 Z , 成立。 
反之，若 p ( a ) = a ，则 V — a = 0, a 适合方程 P — x = 0。但它最 
多有 P 个根，而乙中 声个元 都适合，故 a ez ,。 

5. 证明： 必要性由定义得。 若？ ■不是完全域，则存在 
« ■但《不在中。由引理5-1, 〆 一《是^上的不可分多项式， 
因此它的分裂域不是 F 的可分扩域。 

6. 证明： 由推论 5-3 知 / U ) = fc ( 〆 ）， 这时若 A ( x ) 仍不是可分 
多项式，则 AU ) …，不断做下去便可得到结论= 

7. 由上题即知。 

§4.6 

1- 证明 4/ F 的一组基设为(1，其中《不在 F 中，则 a 的极 
小多项式必是二次的，设为 gi^y = x 2 + ax +匕由于《 e £, g ( x ) 
在 E 上分裂，因此 E 是在 F 上的分裂域, £/ F 正规。 

2. Q (-^ Y '), Q ( V ^ I ) 是 Q 的正规扩张，0(5#)不是。 

3. 证明：设《 6五，《 在尺 上的极小多项式为发 ( x ) ，《在 F 上 

的极小多项式为 /( W ,则 gix ) |/ U ), 〆 ：<;)的根全在£中，即 E/K 
正规 • 例如： £ = ®), = 0 (#)， f = q 。 

4. 证明：£是，上某个多项式 / U ) 的分裂域, /(X) 也可看成 
是 K 及 K 的同态像上的极小多项式,故此单同态可扩张为 £/ f ■的 
自同构。 

5. 证明： 发 G ：> 的分裂域 K 含于五中，存在 K / F 的自同构^使 
«(«) = »=再由上题,可扩张为 E / F 的自同构。 

6. 证明： 《的埤小多项式记为可分，因此其分裂域 
/：是 F 的可分扩张 • 而 F («) 含于 / C 中，因此 f ( a )/ F 可分. 
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7. 证明： 设 £ 是有限域且特征为，元素个数为9 = />•，则£ 
中元适合方程是该多项式的分裂域。 

8. 证明：设 v 是 F 上的可分元，极小多项式为 / Or ), ^ U ), 
则可分,其分裂域记为 K / F 可分„又 F <«, W 含于 K 
中，因此 u + V, U — V, uv, M -1 都是 F " 上的可分元， 

§4.7 

1. 同构于 Klein 四元群 B 

2. 4阶循环群。 

3. 注意到 x 4 + 2 = U 2 + 1 ) U + 1) U 十 2 ) ， Gal E/F 是2阶 
群， 

4. 注意:若 c 是 〆 一 _r — a 的一个根，则 c + 1， c +(_ p ~ 
1) 都是它的根。又不难证明 x f - x ~ a 不可约，故 Gal E / F 为户阶 
循环群。 

5. 证 明：若 i ； 是6 D 的 Galois 扩域，显然 H 是有限群。反 
之若 H 是有限群， aeF ,^ b \, 则对任意的7 e «，7可由 Gi , G 2 
的元素之积得到 。而 = Inv G lf F 2 = Inv G z , 故 ？(<*) = a „ 另一 
方面，若 a 6 Inv W , 则 a Inv G 1 fl Inv G 2 = F , f ) ^ 2 » 故 A 门 
F 2 = H 0 由此可知£是&门^的 Galois 扩域，显然 G = H , 

6. 证 明：设 K 是 E / F 的正规闭包，则 X 是 F 的 Galois 扩域， 
G-Gal K / F 是一个有限群。 G 只有有限个子群，故 K / F 只有有限 
个中间域，从而五 / F 也只有有限个中间域，故 £ 是厂的单扩 
域。 

§4.8 

1 . 证 明:记 g = 〆 ，/* = ch F , 设£是/( X ) ^ 3? — x 的分裂 
域，由于 E ‘是循环域，故五= F («)。 因为 [£： f ] = «，故《的极小 
多项式发匕)为《次多项式。 


2. Q (/ T ) 和 Q (/ T ) 都是 Q 上的二维扩域但不同构。 

3. 诬明： 设 K 是 S 的扩域， [尺 : £]=户 ，这样的 K 本质上只 
有一个。 K 中不属于£的元恰有 f _ 9个，每个元的极小多项式都 
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是/ > 次的，每个多项式有/>个根。 

4. 证明，设7限制在根集上可分解为不相交循环之积< 
Cr ,, — , — m < n , 令 g ( x ) = (x — r ,)( a : — r:)-”（x — r „), 

则 7( gU )) 因为(? = <7>，故是 F 上的多项式且是 

/( d 的因子，此与 / U ) 不可约矛盾。 

§4.9 

1. 证明：设 z = c OS ^ + i S in ^ 是1的„次本原根，则 Ot , «) 

, I 2kK , \ I ZkTT , \ 2(2 是 +«) 疋 

=1, — z — cos +^r + ism - h 斤 =cos --- 

\ « ) I « I 2 n 

+ isin 2(2 ^+ w )? r a 现证明 一 Z 是1的加次本原根，这只要证明 

汉+ «与 2 n 互素即可>_因为《是奇数， （2 A , «) = 1,故存在整数~ 
t 使得 ks + nt = I, 于是 （2 A + n)s + n(f — s ) = 1 ，即 （2* + «， 《) 
= 1。又 24 + n 是奇数，故（2々 + «， 2 n ) = 1。 

2. 证明： 〆 ，） = (声 _ I ) 〆 - 1 ，又 — 1 = (〆 一 1)(1 + z〆 -1 

+ …），故是 1 + + …的因子，即有= 1 +. r /_， + 

3. 解： G 同构于 Aut Z , 2, 即 Klein 四元群。 

4. 证明 I 设《 = »« 〆 ，其中》!不能被 p 整除，则 x " — 1 = ( jc " — 
lV , 由此即得 结论。 

5. 证明：若 〆 一 a 或 — a 可约，由 X - • — a = UT _ a 或 
3 ^"' — a = Cx ")" — a , x "" — a 可约 》 反之，设 / 一 a 和 〆 ~ a 都 
不可约， r 是; r "" — a 在其分裂域中的根，则广是 a 的根，故 
[ F ( r "). F ] — « 0 同理 [ F ( r "), F ] = m a 因为 （ m , n ) = 1，从 
济 l [ F ( r ) : F ] 及 《|[ FO ), F ] 可知廳是 [ F ( r ) : F ] 的因子•■但 r 适合 
y — < 2 ,故 [ F ( r ), F ] — mn , 子是 sf "" — a 不可约》 

6. 证明：必要性显然。设 a 不属于假定 /( x > 是 〆 一 a 的一 
个不可约因子且其次数为; &，/( x ：) 的常数项为 C , «是的某个 
根(在其分裂域中），则 W-a 的任一根具有 ae 的形状，其中 e 是1 
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的声 次本原根。由韦达定理或一 c 可表示为 〆 一 a 的 A 个根之积， 
即其中 5 适合沪= n 因为 （ a , />) = 1,存在 s f 使 
Jyfe + 〆 =1，所以 a = =± ( cd _ l )’ fl ‘， 即 = 士 c * a * 6 F 。 但 

§4.10 

1. 这4个方程都只有两个非实根且不可约。 

2. x 7 - 10 z s + 15 x + 5 = 0. 

3. 证明：设 F 。 = Q ( t ,, („), 则已知存在 F 。 上的多项式 

/ Or ) 使 / U ) 的 Galois 群恰为 S 。 设 G 为 S ， 的子群，由 Galois 对应 
知道存在 F 。 和 / Or ) 的分裂域五之间的中间域 F , 使 Gal E/F - G D 

4. 证明： 设 / U ) 不可约, G 是其 Galois 群，对 / Gc ) 的任意两个 
根工;， x ” 总存在 V € G 使7(々）=〜反之，若 x f ，•^ 属于两个不同 
的不可约因子/, U ) ， / 8 U ). 则必不存在？ e G 使 7 U ,.) = Xj ，如所 
有根属于同一个不可约因子将出现 重根。 

5. 证明，设 F = Q ( t , ,…, f,), ? eGaI E / F 且不是恒等映射， 

则 7(^) = C |70 fi ) + ... + 。若 V 0) =沒，则 7(^) — 0=0。 

注意到 7 U ) 是某个％,故 7< fl ) _ = 0表明％, •••，&代数相关， 
引出矛盾，因此 7( 的是 F 的正规扩域，也是 F (仍的正规扩 
域 。 Gal £/ F (0 可看成是 Gal E / F 的子群，但由上面的论证知 
Gal £/ F (0) 为平凡，即 £ = F \0)。 

' § 4. 11 

1. 证明: 若《, ，…， 《•线性相关，则在 F 中有不全为零 的元+ 
0 = 1. •••. «) 使〜 m , +… + a „ w , = 0 D 将7.■依次作用于该方程得 
到一个由 n 个方程式组成的以 a 为未知数的齐次线性方程组，显然 
这时 det (広(+)) = 0。反之，若《,, …， 《„线性无关，则构成£的基， 
E 中任一元《 = ^ biU i9 6 F s 若 det ^ h )) = 0,则方程组 
= 0有非零解屮，…， a , £ £，于是= 
2 = 乏 X . (乏^•.%(«>) = 0,此与定理 li-i 矛盾。 
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2. 解 ： 。 =1+ /T+ #+ vT, e 2 = l - /T+ /T - 
V^T, e 3 = l + vT - /T - -/J, e, = l - -PE - /T + ■fT. 

• § 4.12 

1. 证明： c 中至少有一个 F 上超越元，记为 A, 作 FOr,) ，若 
F(C) 是 FUO 的代数扩张， 则五是 的代数扩域，于是^是 
E/F 的超越基^若否，则 C 中又有^是上的超越元，如此不断 
作下去即可得到结论。 

2. 证明，用归 纳法。 当《 = 1时由 LUroth 定理即得.设《 — 1 
时成立，记 X = F (力，…， a —,)。 若卢€ K ， 由归纳假设即得结论。 
若卢不属于 K ， 则因为 X (0 是 X 的超越扩张，再用 Ltiroth 即得>_ 

3. 证明：0由 <r(a ) 完全决定。设= /( a)/g •⑷，/与 g •是 
F 上的多项式且互素, 记沒二 则 [>(«) :芦(仍]= max{deg /, 
deg gh 但 a 是自同构，故 F(«) 二 F (扪 ，于是/与 g 是一次或零次 
多项式，但至少有一个是一次的，记 /O) = aa -\- b , g (. a ) = ca -\- d , 
由于 /U) 与 g(a) 无公因子，故 ad # fc。 反过来的结论也易证明。 

4. 解：由上题，关&等价于下列矩阵非异， 

H : :)。 

不难 验证： A-a 是 GL(F ，2)— Gal E/F 的映上群同态，这个 
同态的核为下列形状的矩阵全体： 



因此 Gal E / F 同构于 Gi ( f \ 2) 关于上述正规子群的商群，即 
PUF , 2)，域 F 上的2阶射影群。 
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